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ΠΥΘΑΓΟΡΕΙΟΣ ΑΚΑ∆ΗΜΙΑ 
 

Εµπνευστής: Dr. ∆ηµήτριος Ν. Καραπιστόλης 

 
Η Πυθαγόρειος Ακαδηµία έχει ως στόχο να εκπαιδεύσει ερευνητές οι οποίοι θα 

αποκτήσουν τα κατάλληλα εφόδια να πραγµατοποιούν έρευνες οι οποίες θα βασίζονται  στο 

Πυθαγόρειο θεώρηµα σε συνδυασµό µε την µέθοδο της Παραγοντικής Ανάλυσης των 

Αντιστοιχιών, δηµιουργία του Γάλλου καθηγητή Jean Paul Benzecri. 

Η κύρια συνεισφορά της Ακαδηµίας στον Ελλαδικό χώρο, συνίσταται στο ότι 

συγκεντρώνει τις δύο βασικές µεθόδους της Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών 

και της Ανιούσας Ιεραρχικής Ταξινόµησης, όπως αυτές εφαρµόζονται από την Γαλλική 

Σχολή, σε µία µόνο διαδικασία, εφαρµόζοντας το Πυθαγόρειο Θεώρηµα στον 

Ευκλείδειο ν-διάστατο διανυσµατικό χώρο Rν. 
 

Α) Βασικές Αρχές στις οποίες στηρίζεται η ερευνητική σκέψη της Ακαδηµίας 

 
1. Στο Πυθαγόρειο θεώρηµα  

Το Πυθαγόρειο θεώρηµα αποτελεί τη βάση υπολογισµού της απόστασης µεταξύ 

δύο σηµείων σε οποιονδήποτε διανυσµατικό χώρο Rν και αν ανήκουν.  

 

«Εν τοις ορθογωνίοις τριγώνοις το από της την ορθήν 

γωνίαν υποτεινούσης πλευράς τετράγωνον ίσον εστί τοις από 

των την ορθήν γωνίαν περιεχουσών πλευρών τετραγώνοις». 

 

               Πυθαγόρας περίπου 572 π.Χ-490 π.Χ 

 
 
 

2. Στη ρήση του Επίκουρου 

Για τους διαφωνούντες σχετικά µε την χρησιµότητα των εφαρµογών των µεθόδων της 

Ανάλυσης ∆εδοµένων, κατάλληλη είναι η ρήση του φιλοσόφου Επίκουρου:  

 

«Ποτέ δεν επιθύµησα να γίνω αρεστός στους πολλούς. 

Αφ' ενός, δεν κάθισα να µάθω τι αρέσει στους πολλούς κι 

αφ' ετέρου, τα όσα ήξερα εγώ βρίσκονταν µακριά από τη 

δική τους αντίληψη». 

                                 Επίκουρος  341 π.Χ- 270 π.Χ 

 
 

 

 

 

 

 



 2 

3. Στη ρήση του J.P  BENZECRI 

 

Ο J.P Benzecri, πρωτοπόρος της Γαλλικής Σχολής της Ανάλυσης ∆εδοµένων και 
εµπνευστής της Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών, στην αρχή του µαθήµατος στο 
Πανεπιστήµιο Pierre et Marie Curie (Jussieu Paris VI) σχετικά µε την παραγοντική ανάλυση 
ανέφερε τα εξής: 

 

                                                      «Στη καρδιά κάθε ανάλυσης δεδοµένων     

                                                       υπάρχει διαγωνοποίηση ενός συµµετρικού  

                                                        τετραγωνικού πίνακα». 

 

                                                                                  Jean Paul Benzecri     

 

 

 

Β) Θεωρητικό πλαίσιο στο οποίο στηρίζεται η ερευνητική σκέψη της Σχολής: 

 

1. ∆ιακύβευµα:  Η πληροφορία. 

2. Μαθηµατικός χώρος επεξεργασίας των πληροφοριών: O ν-διάστατος 

Ευκλείδειος διανυσµατικός χώρος 

3. Μέθοδοι επεξεργασίας των πληροφοριών: Οι µέθοδοι της Ανάλυσης ∆εδοµένων 

της Γαλλικής Σχολής. 

 

α) ∆ιακύβευµα: Η πληροφορία 
 
      Είναι γνωστό ότι στους περισσότερους επιστηµονικούς κλάδους σήµερα κυριαρχεί το 

τεχνολογικό σύνδροµο. Η κοινωνία καθοδηγείται δίχως να έχει συνήθως άλλη επιλογή, στους 

τεχνολογικούς ρυθµούς που επιβάλλει η σύγχρονη αντίληψη στις σχέσεις και στη 

συµπεριφορά του ανθρώπου. Αυτό έχει ως αποτέλεσµα να αναθεωρούνται και να 

αναπροσαρµόζονται πολλοί τοµείς της ανθρώπινης δράσης και σκέψης. Συνέπεια αυτής της 

νέας τάσης είναι να αναδυθεί ένας νέος οικονοµικός πόρος η πληροφορία. Η επεξεργασία 

του πόρου αυτού ως γνωστό είναι αντικείµενο µιας νέας επιστήµης που δεσπόζει στον 20ο 

αιώνα, της  πληροφορικής. 

 

β) O ν-διάστατος Ευκλείδειος διανυσµατικός χώρος 

 

     Ως γνωστό τα ευθύγραµµα τµήµατα, οι ορθογώνιοι άξονες, οι κύκλοι, οι σφαίρες 

δηµιούργησαν µία µοναδική Γεωµετρία που ενέπνευσε όχι µόνο την περίφηµη φιλοσοφία της 

πλατωνικής αρµονίας, αλλά και χιλιάδες καλλιτέχνες και επιστήµονες, ανά τους αιώνες. 

      Η Ευκλείδεια Γεωµετρία όµως άφησε µια βαριά κληρονοµιά στον τρόπο  διερεύνησης της 

πραγµατικότητας :την έννοια της  ακεραίας διάστασης. Μάθαµε δηλαδή να ζούµε, από την 

εποχή του Ευκλείδη, στο  τριδιάστατο χώρο να σχεδιάζουµε στο επίπεδο, να κινούµαστε επί 

ευθείας ή  τεθλασµένης γραµµής.  

      Γνωρίζουµε πως ένας αριθµός x µπορεί να χρησιµοποιηθεί για να παρασταθεί ένα 

σηµείο µιας ευθείας, αφού προηγουµένως έχουµε καθορίσει µια µονάδα µήκους. ∆ύο 
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αριθµοί, όπως π.χ. το ζεύγος (x, y) µπορούν να χρησιµοποιηθούν για να παραστήσουν 

ένα σηµείο του επιπέδου. Σχηµατικά έχουµε: 

 

                                        σχήµα 1.α                  σχήµα 1.β 
 
     Σηµειώνουµε τέλος, ότι µπορούµε να χρησιµοποιήσουµε µια τριάδα αριθµών (x, y, 

z) για να παρασταθεί ένα σηµείο στο χώρο, όπως τον αντιλαµβανόµαστε µε τις 

αισθήσεις µας (σχ. 1.γ). 

 

σχήµα 1.γ 

   Η ευθεία ονοµάζεται χώρος µιας διάστασης, το επίπεδο χώρος δύο διαστάσεων 

και ο χώρος που αντιλαµβανόµαστε µε τις αισθήσεις µας χώρος τριών διαστάσεων. 

   Στη συνέχεια παρ' ότι δεν µπορούµε να κάνουµε µια γραφική παράσταση δεν µας 

εµποδίζει να θεωρήσουµε µια τετράδα αριθµών (x1, x2, x3, x4) και να θεωρήσουµε ότι 

πρόκειται για ένα σηµείο ενός χώρου τεσσάρων διαστάσεων. Γενικά, ορίζουµε ένα 

σηµείο ενός χώρου ν διαστάσεων ως µια διατεταγµένη ν-ιάδα αριθµών (x1, x2, ...xν) 

όπου ν ακέραιος αριθµός. 

Ορισµός: Με τον όρο διατεταγµένη ν-ιάδα εννοούµε ότι η αλλαγή της τάξεως 

αναγραφής των αριθµών προσδιορίζει εν γένει, διαφορετικό διάνυσµα. 

 

     Αντίστροφα, σε κάθε διατεταγµένη ν-ιάδα αριθµών αντιστοιχεί µοναδικό σηµείο 

του χώρου των ν διαστάσεων. 

 

    Αν V είναι ο χώρος των σηµείων των ν διαστάσεων, ορίζουµε µια 

αµφιµονοσήµαντη αντιστοιχία των σηµείων του χώρου V στις διατεταγµένες ν-ιάδες 

του  

Rνf: X∈V ––––→ (x1, x2, ... xν) ∈Rν 
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Τότε το σύνολο V είναι ισοδύναµο προς το σύνολο Rν. Για το λόγο αυτό ταυτίζουµε 

τον χώρο V µε τον Rν όπου 

Rν = =
ςφορν
43421
έ

xR...RxRx {(x1, x2, ... xν) / x1, x2, ... xν ∈R} 

     Μια τέτοια ν-ιάδα την συµβολίζουµε µ’ ένα κεφαλαίο γράµµα π.χ Α, ενώ µε τα 

αντίστοιχα µικρά γράµµατα τους πραγµατικούς αριθµούς που ονοµάζουµε 

συντεταγµένες του σηµείου Α. 
 
γ. Ανάλυση ∆εδοµένων, µία οικογένεια πολυδιάστατων µη παραµετρικών στατιστικών 

µεθόδων 
 
     Πολλές φορές ένας ερευνητής πρέπει να πάρει µια απόφαση µελετώντας ένα φαινόµενο 

του οποίου όµως αγνοεί τους συγκεκριµένους µηχανισµούς λειτουργίας του. Ο φυσικός 

αντιθέτως, όταν θέλει σ’ ένα αέριο να διπλασιάσει την πίεσή του, αρκεί να υποδιπλασιάσει 

τον όγκο του αερίου, υπό σταθερά θερµοκρασία (Νόµος Boyle Mariotte). 

     Ο φυσικός γνωρίζει πράγµατι ένα συγκεκριµένο µοντέλο του φαινοµένου, το οποίο 

περιγράφει ο προαναφερόµενος νόµος. Ο οικονοµέτρης χρησιµοποιεί και αυτός µοντέλα, 

όπου τουλάχιστον µια παράµετρος είναι άγνωστη, την οποία µε κατάλληλες µεθόδους 

προσπαθεί να προσδιορίσει. 

     Έτσι λ.χ αν επιθυµεί κάποιος να προβλέψει τις πωλήσεις µεγεθών ενός σχεδίου ρούχων, 

υποθέτει εκ των προτέρων ότι η κατανοµή των υψών των ανθρώπων ακολουθεί το νόµο του 

Gauss, δηλαδή τον κανονικό νόµο. Ακολούθως πραγµατοποιεί δειγµατοληπτική έρευνα σε 

διάφορα άτοµα, για να εκτιµήσει τις άγνωστες παραµέτρους "µέσο" και "διακύµανση" των 

υψών των καταναλωτών. Στη συνέχεια µε βάση τις παρατηρήσεις που συνέλλεξε και µετά 

την µαθηµατική τους επεξεργασία, καταλήγει σ’ ένα µοντέλο πρόβλεψης των πωλήσεων 

ρούχων, χρήσιµο για τις µελλοντικές του επιχειρηµατικές δραστηριότητες.      

     Βέβαια ο κανονικός νόµος, όπως είναι γνωστό, ασχολείται µε τη φύση του τυχαίου, αλλά 

ως µέσον για να βρεθούν µονοπάτια στο άγριο δάσος της οικονοµίας, µάλλον δεν 

ανταποκρίνεται  στην πραγµατικότητα. Για το θέµα αυτό αξιοσηµείωτη είναι η ρήση του 

νοµπελίστα Βασίλη Λεόντιεφ. 

      «Σε κανένα πεδίο εµπειρικής αναζήτησης δεν έχει χρησιµοποιηθεί σε τέτοια έκταση 

και τόσο επιτηδευµένα µια στατιστική τεχνική µε τόσο πενιχρά αποτελέσµατα». [Gleicκ 

J.,1990 σ.122] 

      Την διαπίστωση αυτή την συνειδητοποίησαν αρκετοί ερευνητές µε αποτέλεσµα να 

θεωρούν ότι δεν είναι δυνατόν σε κάθε περίπτωση να χρησιµοποιούνται  υποδείγµατα. Αυτό 

µπορεί να οφείλεται είτε στο ότι αγνοείται ο νόµος των  πιθανοτήτων  που διέπει το 

φαινόµενο είτε ο θεωρούµενος νόµος δεν ικανοποιεί πλήρως την περιγραφή του φαινοµένου.    

      Ως παράδειγµα µπορούµε να αναφέρουµε τις πωλήσεις ρούχων, όπου δεν είναι απίθανο η 

κατανοµή του ύψους των ανθρώπων να   µην ακολουθεί  τον  κανονικό νόµο, αφού µπορεί να 

σκεφθεί κανείς ότι δεν υπάρχει άτοµο ούτε µε ύψος µηδέν, αλλά ούτε και µε ύψος 2,60 µέτρα 

κάτι βέβαια που προβλέπεται θεωρητικά από τον κανονικό  νόµο. 

      Η ανάγκη λοιπόν να µη θεωρείται εκ των προτέρων ότι ένα φαινόµενο ακολουθεί κάποιο 

συγκεκριµένο νόµο, οδήγησε στην εφαρµογή νέων στατιστικών µη παραµετρικών µεθόδων, 

κάτω από την ονοµασία Ανάλυση ∆εδοµένων ή όπως αλλιώς µπορεί να την αποκαλέσουµε 

Στατιστική δίχως µοντέλα. 
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ΠΟΛΥ∆ΙΑΣΤΑΤΗ ΑΝΑΛΥΣΗ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ 

 

� Ιστορική αναδροµή  

 

� Στην αρχή του 20ου αιώνα οι Ευρωπαίοι ψυχολόγοι έψαχναν µε τα τέστ που 

υπέβαλαν στους αρρώστους και τους βαθµούς που συγκέντρωναν από διάφορες 

µεταβλητές που χρησιµοποιούσαν (µνήµη, ευφυΐα, κ.ά), να βρουν σύνθετες 

µεταβλητές οι οποίες όχι µόνο δεν παρατηρούνται απ’ ευθείας από τα αρχικά 

δεδοµένα, αλλά θα ερµήνευαν κατά τον καλύτερο τρόπο τη συµπεριφορά των 

αρρώστων όσων βέβαια παρουσίαζαν τα ίδια συµπτώµατα. Τις µεταβλητές αυτές τις 

ονόµασαν «παράγοντες».  

� Οι κυριότεροι επιστήµονες που δηµιούργησαν τις προϋποθέσεις ανάδυσης µιας 

οικογένειας στατιστικών µεθόδων, µε την ονοµασία Ανάλυση ∆εδοµένων (Data 

analysis) είναι οι παρακάτω: 

� C. Spearman (1904) Εργασίες πάνω στη µήτρα ∆ιακυµάνσεων-Συνδιακυµάνσεων 

� H. Hottelling (1933) Ανάλυση σε κύριες Συνιστώσες  

� R.A. Fisher (1940) διατυπώνει τους διακριτικούς παράγοντες  

� L.Guttman (1941) Το οµώνυµο φαινόµενο  

� C. Burt (1950) Τον οµώνυµο πίνακα 

� Πάντως η πιο πρόσφατη και αποτελεσµατικότερη µέθοδος της οικογένειας 

δηµιουργήθηκε κατά τη δεκαετία του ’60 από το Γάλλο καθηγητή J. P Benzecri 

(1973) του Πανεπιστηµίου Paris VI µε την ονοµασία Παραγοντική Ανάλυση των 

Αντιστοιχιών (Analyse Factorielle des Correspondances -A.F.C-), η οποία 

επεξεργάζεται κυρίως ποιοτικά δεδοµένα που παρουσιάζονται υπό µορφή 

πολυδιάστατων πινάκων συµπτώσεων 

� Στα τέλη της δεκαετίας  του ’70, αρχές   της    δεκαετίας του ’80,    µαθητές του  J.P. 

Benzecri, όπως οι Γάλλοι Lebart, Roux, Escoffier, Morineau, Fenelon συντελέσαν όχι 

µόνο στη διάδοση αλλά και την καθιέρωση των µεθόδων  αυτών στη συνείδηση 

πολλών ερευνητών σ’ ολόκληρο τον κόσµο, δηµιουργώντας την Γαλλική Σχολή της 

Ανάλυσης ∆εδοµένων. 

� Αλλά και στην άλλη µεριά του Ατλαντικού δηµιουργήθηκε η λεγόµενη Αµερικανική 

σχολή µε τους J.D Carrol, J. B. Kruskal, R. S Sheppard, G. Yang κ.λ.π κάτω από το 

όνοµα «multidimensional scaling», της οποίας η ευρηµατικότητα δεν συγκρίνεται µε 

εκείνη της Γαλλικής Σχολής.  

� Αλλά και στην άλλη µεριά του Ατλαντικού δηµιουργήθηκε η λεγόµενη Αµερικανική 

σχολή µε τους J.D Carrol, J. B. Kruskal, R. S Sheppard, G. Yang κ.λ.π κάτω από το 

όνοµα «multidimensional scaling», της οποίας η ευρηµατικότητα δεν συγκρίνεται µε 

εκείνη της Γαλλικής Σχολής.  

� Αλλά και στην άλλη µεριά του Ατλαντικού δηµιουργήθηκε η λεγόµενη Αµερικανική 

σχολή µε τους J.D Carrol, J. B. Kruskal, R. S Sheppard, G. Yang κ.λ.π κάτω από το 
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όνοµα «multidimensional scaling», της οποίας η ευρηµατικότητα δεν συγκρίνεται µε 

εκείνη της Γαλλικής Σχολής.  

� Σύµφωνα µε αυτόν η Ανάλυση ∆εδοµένων περιλαµβάνει: 

� Τρόπους σχεδιασµού και συλλογής των δεδοµένων προκειµένου η ανάλυση να 

καταστεί  πιο εύκολη, ορθή και ακριβής 

� ∆ιαδικασίες ανάλυσης  

� Τεχνικές ερµηνείας και αποτελεσµάτων 

 

Οι πιο σηµαντικές αρχές της Γαλλικής Σχολής της Ανάλυσης ∆εδοµένων, όπως τις αναφέρει 

ο ιδρυτής καθηγητής Jean Paul Benzecri είναι οι εξής: 

1η αρχή: Η Στατιστική δεν πρέπει να συγχέεται µε την θεωρία των πιθανοτήτων. Πολλοί 

στατιστικοί έχουν δοµήσει τη µαθηµατική στατιστική µε πολλές υποθέσεις που σπάνια ή ποτέ 

δεν ικανοποιούνται στην πράξη. 

2η αρχή: Το µοντέλο θα πρέπει να διαµορφώνεται ακολουθώντας τα δεδοµένα και όχι το 

αντίστροφο. Αγνοώντας την αρχή αυτή οδηγείται κανείς σ’ ένα µεγάλο λάθος της εφαρµογής 

των µαθηµατικών στις επιστήµες της ανθρώπινης συµπεριφοράς. Επιχειρείται δηλαδή η 

προσαρµογή των δεδοµένων στα µοντέλα που έχουν δηµιουργηθεί εκ των προτέρων. Ο 

στόχος αυτός τις περισσότερες φορές δεν υλοποιείται, καθόσον στην ανθρώπινη 

συµπεριφορά πρωτεύοντα ρόλο διαδραµατίζει η µνήµη, οπότε συµπεριφορές του 

παρελθόντος πολλές φορές δεν είναι παρόµοιες µε εκείνες του µέλλοντος, διαδικασία που 

προκαθορίζεται µε την θέσπιση οποιουδήποτε µοντέλου. 

3η αρχή: Είναι πρωταρχικής σηµασίας να χειρίζεται κανείς πληροφορίες σε όσο το δυνατόν 

περισσότερες διαστάσεις, γεγονός πολύ δύσκολο µε την επίλυση των µαθηµατικών 

µοντέλων. 

ΠΛΕΟΝΕΚΤΗΜΑΤΑ ΤΗΣ ΓΑΛΛΙΚΗΣ ΣΧΟΛΗΣ 

 

� 1ον) Μεγάλο πλεονέκτηµα της Γαλλικής σχολής είναι η εξέταση ενός φαινοµένου 

χρησιµοποιώντας περισσότερες από δύο µεταβλητές, αντιµετωπίζοντας έτσι ένα 

µεγάλο µειονέκτηµα πολλών µεθόδων της κλασικής Στατιστικής. Για τον λόγο αυτό 

χρειάστηκε να χρησιµοποιηθούν τα µαθηµατικά του Ευκλείδειου ν-διάστατου χώρου 

µε αποτέλεσµα:  

� 2ον) Κάθε φαινόµενο επειδή από την φύση του είναι σύνθετο στο οποίο 

υπεισέρχονται πληθώρα παραγόντων, να εξετάζεται µε βάση την συνολική 

αλληλεξάρτηση των παραγόντων αυτών και όχι πλέον δύο-δύο χωριστά. 

� 3ον) Την διανυσµατοποίηση ποιοτικών χαρακτηριστικών, δίχως την ανάγκη να 

χρησιµοποιηθούν οι λεγόµενες ψευδοµεταβλητές, που από την ονοµασία τους και 

µόνο καταδεικνύεται η λογική αφαίρεση που πραγµατοποιείται από τους θιασώτες 

της κλασικής Στατιστικής (κυρίως από τους Οικονοµέτρες). 
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ΚΛΑΣΙΚΗ ΣΤΑΤΙΣΤΙΚΗ  VS  ΑΝΑΛΥΣΗ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ 
 

Η µέθοδος των ελαχίστων τετραγώνων, βασική µέθοδος κατασκευής υποδειγµάτων 

αποτίµησης κυρίως οικονοµικών δεδοµένων, θεωρείται από πάρα πολλούς µελετητές 

ανεπαρκής, επειδή παρουσιάζει αµερόληπτες και συνεπείς εκτιµήσεις των συντελεστών 

παλινδρόµησης µόνο κάτω από αυστηρές υποθέσεις οι οποίες  συνήθως δεν ανταποκρίνονται 

στη πραγµατικότητα. 

Η συµπεριφορά εποµένως ενός κοινωνικοοικονοµικού συστήµατος δε µπορεί να 

ερµηνευθεί παρά µόνο µε αφετηρία τη συνολική θεώρηση του υπό µελέτη φαινοµένου, η 

οποία θα επιτρέψει, όπως προαναφέραµε, την κατανόηση των διαρθρωτικών λειτουργιών 

του, δίχως να τίθενται προϋποθέσεις στις αλληλεξαρτήσεις των στοιχείων του, ούτε και στο 

πλήθος των παραγόντων που υπεισέρχονται στη µελέτη. 

Πολλές φορές ένας ερευνητής πρέπει να πάρει µια απόφαση µελετώντας ένα φαινόµενο του 

οποίου όµως αγνοεί τους συγκεκριµένους µηχανισµούς λειτουργίας του. 

Έτσι λ.χ. αν επιθυµεί κάποιος να προβλέψει τις πωλήσεις µεγεθών ενός σχεδίου ρούχων, 

υποθέτει εκ των προτέρων ότι η κατανοµή των υψών των ανθρώπων ακολουθεί το νόµο του 

Gauss, δηλαδή τον κανονικό νόµο. Ακολούθως πραγµατοποιεί δειγµατοληπτική έρευνα σε 

διάφορα άτοµα, για να εκτιµήσει τις άγνωστες παραµέτρους «µέσο» και «διακύµανση» των 

υψών των καταναλωτών.  

Στη συνέχεια µε βάση τις παρατηρήσεις που συνέλλεξε και µετά την µαθηµατική τους 

επεξεργασία, καταλήγει σ’ ένα µοντέλο πρόβλεψης των πωλήσεων ρούχων, χρήσιµο για τις 

µελλοντικές του επιχειρηµατικές δραστηριότητες.  

Βέβαια ο κανονικός νόµος επειδή ασχολείται µε τη φύση του τυχαίου µάλλον δεν 

ανταποκρίνεται στην πραγµατικότητα, αφού µπορεί να σκεφθεί κανείς ότι δεν υπάρχει άτοµο 

ούτε µε ύψος µηδέν, αλλά ούτε και µε ύψος 2,80 µέτρα κάτι βέβαια που προβλέπεται 

θεωρητικά από τον κανονικό νόµο. 

Η ανάγκη λοιπόν να µη θεωρείται εκ των προτέρων ότι ένα φαινόµενο ακολουθεί κάποιο 

συγκεκριµένο νόµο, οδήγησε στην εφαρµογή νέων στατιστικών µη παραµετρικών µεθόδων, 

κάτω από την ονοµασία Ανάλυση ∆εδοµένων ή όπως αλλιώς µπορεί να την αποκαλέσουµε 

Στατιστική δίχως µοντέλα. 

Το βασικό πλεονέκτηµα, λοιπόν, του ερευνητή µε τις µεθόδους της ανάλυσης δεδοµένων 

ως µη παραµετρικές είναι ότι δεν απαιτείται να λάβει υπόψη του καµιά υπόθεση ως προς τις 

παραµέτρους που διαµορφώνουν το υπό µελέτη φαινόµενο. 

Απλά γίνεται προσπάθεια να ανακαλυφθεί η συµπεριφορά των στοιχείων που συνθέτουν το 

φαινόµενο και να προσδιοριστεί η δοµή του συστήµατος που αντιστοιχεί στο φαινόµενο.  

Ο εντοπισµός, πάντως, των αλληλεξαρτηµένων παραγόντων (ποσοτικών και ποιοτικών) 

που επηρεάζουν τα στοιχεία ενός υποσυστήµατος (δείγµατος), εξετάζοντας τις ροές των 

πληροφοριών που δηµιουργούν οι αλληλεπιδράσεις αυτές, δίνει την δυνατότητα στον 

ερευνητή να προσεγγίσει συνολικά την αρχιτεκτονική δοµή του συστήµατος (πληθυσµού). 

Ως επακόλουθο αυτής της δυνατότητας είναι να αποκτά ο ερευνητής µια σφαιρική άποψη 

του συνόλου I των στατιστικών µονάδων (σύνολο των στοιχείων του συστήµατος), το οποίο 

περιγράφεται από ένα σύνολο J ιδιοτήτων (σύνολο των µεταβλητών του προβλήµατος), 

θέτοντας σε γεωµετρική µορφή το σύστηµα των σχέσεων που υφίστανται µεταξύ των 

στοιχείων των δύο αυτών συνόλων, χρησιµοποιώντας τις ιδιότητες του Ευκλείδειου 

διανυσµατικού χώρου RΝ. 
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Η παραγοντική ανάλυση, πάνω στην οποία βασίζονται οι µέθοδοι της Ανάλυσης 

δεδοµένων, αναπαριστά γραφικά διαφαινόµενες ή µη εκ των προτέρων σχέσεις που 

υφίστανται µεταξύ των συνόλων I και J τις οποίες προβάλλει πάνω σ’ ένα επίπεδο, µε στόχο 

την ευκολότερη ερµηνεία των σχέσεων αυτών. 

Με βάση αυτή τη διαδικασία, το κύριο χαρακτηριστικό των µεθόδων της ανάλυσης 

δεδοµένων µπορεί να αποδοθεί µε το εξής σλόγκαν: 

 
«Αποδέχοµαι µία απώλεια πληροφορίας προκειµένου να επιτύχω ένα όφελος σε 

σηµασία.»   
 

Η προσέγγιση αυτή είναι καθαρά ποιοτικού περιεχοµένου και επιτυγχάνεται µε αµιγείς 
αναλυτικές µεθόδους και αποτελεί τη νέα αντίληψη που εισάγεται τις από  τις µεθόδους της 
Ανάλυσης ∆εδοµένων. 

 
Η τοποθέτηση της Ανάλυσης των ∆εδοµένων σε σχέση µε τις κλασικές επιστήµες µπορεί 

να αποτυπωθεί µε τον παρακάτω πίνακα. 
Πίνακας 1 

Συγκριτικές τοποθετήσεις µεταξύ κλασικών µεθόδων και µεθόδων ανάλυσης δεδοµένων 
 

                    
 
Η Πολυδιάστατη Στατιστική Ανάλυση ή απλά Ανάλυση ∆εδοµένων συγκεντρώνει 

πολυάριθµες στατιστικές µεθόδους διαφορετικές µεταξύ τους. Μπορούµε όµως να 

διακρίνουµε δύο κύριες κατευθύνσεις:  

α) Την παραγοντική ανάλυση η οποία επιτρέπει να αποκαλύψουµε τη δοµή και τις 

αλληλεξαρτήσεις ενός συνόλου, εξετάζοντας κάποιο παραγοντικό επίπεδο. Η παραγοντική 

ανάλυση είναι ένα εργαλείο που χρησιµοποιείται από τον ερευνητή για να παρατηρήσει αυτό 

που θέλει µε τον ίδιο τρόπο που το τηλεσκόπιο ή το µικροσκόπιο χρησιµοποιείται σε άλλους 

επιστηµονικούς χώρους. 

β) Την αυτόµατη ταξινόµηση, η οποία συνίσταται στο να κατατάξει τις στατιστικές 

µονάδες σε οµοιογενείς οµάδες, οι οποίες επηρεάζονται ταυτόχρονα από διάφορους 

παράγοντες, µε την βοήθεια κάποιου Αλγορίθµου ταξινόµησης. 

 
ΠΗΓΑΙΝΟΝΤΑΣ ΕΝΑ ΒΗΜΑ ΠΑΡΑΠΕΡΑ 

 

Για να µπορέσει κάποιος να αντιληφθεί  τις Βασικές Αρχές στις οποίες στηρίζεται η 

ερευνητική σκέψη της Πυθαγορείου Ακαδηµίας, θα πρέπει να µελετήσει τα παρακάτω 

κείµενα, ώστε να κατανοήσει καλύτερα την επέκταση των σκέψεων που προτείνει η 
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Ακαδηµία, όσον αφορά στις βασικές αρχές του θεµελιωτή της Γαλλικής Σχολής της 

Ανάλυσης ∆εδοµένων καθηγητού Jean Paul Benzecri. 

 
ΜΕΘΟ∆ΟΛΟΓΙΑ ΤΗΣ ∆ΙΕΡΕΥΝΗΣΗΣ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ ΜΕ ΒΑΣΗ ΤΗΝ 

ΠΑΡΑΓΟΝΤΙΚΗ  ΑΝΑΛΥΣΗ ΠΟΛΥ∆ΙΑΣΤΑΤΩΝ ∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ 

 

Γενικά 

Στόχος µιας παραγοντικής ανάλυσης χρησιµοποιώντας µία από τις µεθόδους της, 

είναι η οπτικοποίηση των αλληλεξαρτήσεων και των αλληλεπιδράσεων µεταξύ των 

«αντικειµένων» (γραµµών) και των µεταβλητών (στηλών) ενός πίνακα δεδοµένων.  

Πρέπει να τονιστεί ιδιαίτερα ότι η δηµιουργία ενός παραγοντικού άξονα 

ποσοτικοποιεί την συµπεριφορά των «αντικειµένων» και των µεταβλητών, µε 

αποτέλεσµα να οδηγεί στην διάταξή τους πάνω στον άξονα, οπότε ανάλογα µε την 

τιµή των συντεταγµένων τους να προσδιορίζουν µία «κατεύθυνση», η οποία να 

υποδηλώνει τις περισσότερες φορές την υποβόσκουσα τάση των δεδοµένων του 

πίνακα.  

Ανάλυση ενός πίνακα δεδοµένων  

Όπως είναι γνωστό σε κάθε έρευνα αγοράς οι περισσότερες ερωτήσεις 

αντιστοιχούν σε ποιοτικές µεταβλητές και λιγότερο σε ποσοτικές  µεταβλητές 

(ασυνεχείς ή συνεχείς) οι οποίες τελικώς µετασχηµατίζονται σε ποιοτικές 

δηµιουργώντας ένα συγκεκριµένο πλήθος διαβαθµίσεων. 

 Ο ερευνητής για να αναλύσει τις απαντήσεις των ερωτώµενων, έχει στη διάθεσή 

του δύο διαδικασίες στατιστικής ανάλυσης.  

  Α)  Η πρώτη αναφέρεται σε µεθόδους της κλασικής στατιστικής ανάλυσης.  

Χρησιµοποιώντας, λοιπόν, τις µεθόδους της κλασικής στατιστικής ανάλυσης έχει 

την δυνατότητα δηµιουργίας της κατανοµής συχνοτήτων των µεταβλητών, τον 

υπολογισµό  των παραµέτρων αυτών των κατανοµών, όπως µέσο όρο, διακύµανση 

και τυπική απόκλιση, εύρεση ποσοστών, τη συσχέτιση µεταξύ δύο µεταβλητών, τη 

διαπίστωση αν υφίσταται ανεξαρτησία ή εξάρτηση µεταξύ δύο µεταβλητών από το 

πλήθος των k µεταβλητών, είτε να εφαρµόσει κάποιους ελέγχους παραµετρικούς ή µη 

παραµετρικούς χρησιµοποιώντας µία ή δύο το πολύ µεταβλητές.  

    Π.χ Έστω ότι έχουµε ένα ερωτηµατολόγιο µε 10 ερωτήµατα το οποίο 

απάντησαν 557 ερωτώµενοι και θέλουµε να αναλύσουµε δύο από αυτά τα 

ερωτήµατα. Το ένα ερώτηµα αντιστοιχεί στην  Ηλικία του ερωτώµενου και το άλλο 

στο ερώτηµα για το «Πώς βλέπει ο ερωτώµενος την καθαριότητα της πόλης της 

Θεσσαλονίκης;»  

  Ο ερευνητής καθόρισε για τις ηλικίες τις ακόλουθες τέσσερις διαβαθµίσεις µε 

τους αντίστοιχους κωδικούς Ηλικία κάτω των 18 ετών (κωδ:Η1=1),Ηλικία 19-35 

ετών (κωδ:Η2=2), Ηλικία 36-45 ετών (κωδ:Η3 =3) και Ηλικία πάνω από 46 ετών 

(κωδ :Η4=4), ενώ για την στάση των ερωτηθέντων για την καθαριότητα πρότεινε 

τρεις διαβαθµίσεις µε τους αντίστοιχους κωδικούς. Την διαβάθµιση Αρνητική στάση 

(κωδ: Α=1), την διαβάθµιση Ουδέτερη στάση (κωδ:Ο=2) και την διαβάθµιση 
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Θετική στάση (κωδ: Θ=3). Τα δεδοµένα όπως προέκυψαν παρουσιάζονται στον 

παρακάτω πίνακα ως εξής: 

Πίνακας 4:Τµήµα του πίνακα δεδοµένων 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Επειδή τα δεδοµένα είναι κωδικοποιηµένα, δεν έχει κανένα νόηµα να εξαχθούν οι 

γνωστές παράµετροι της κλασικής στατιστικής, όπως λ.χ µέσος όρος, διακύµανση 

κ.λ.π. 

 Βέβαια ο ερευνητής µπορεί αρχικά να υπολογίσει, αν υφίσταται συσχέτιση µεταξύ 

των µεταβλητών Ηλικία ερωτώµενων και Στάση ως προς την καθαριότητα 

υπολογίζοντας τον συντελεστή συσχέτισης ρ, η τιµή του οποίου βρέθηκε ίση µε ρ= -

0,02625. 

 Με δεδοµένο τον σχετικά µικρό αριθµό δείγµατος (n=557) ο έλεγχος συσχέτισης 

Η0:ρ=0 γίνεται δεκτός σε επίπεδο σηµαντικότητας α=5%. Εποµένως από την 

συγκεκριµένη τιµή του δείγµατος συµπεραίνεται  ότι οι δύο µεταβλητές είναι 

ασυσχέτιστες. 

 Ακολούθως ο ερευνητής δηµιουργεί ένα απλό πίνακα διπλής εισόδου, όπου 

διασταυρώνονται οι τρεις διαβαθµίσεις της Στάσης (A,O,Θ) ως προς την καθαριότητα 

µε τις τέσσερις διαβαθµίσεις της Ηλικίας (Η1,Η2,Η3,Η4), ώστε να διαπιστωθεί αν οι 

δύο µεταβλητές είναι ανεξάρτητες.  

Αυτό γίνεται επειδή δύο µεταβλητές εφόσον είναι ασυσχέτιστες, δεν σηµαίνει ότι 

είναι και ανεξάρτητες (Καραπιστόλης ∆, 2011 Στατιστική Επιχειρήσεων).∆ηµιουργεί 

λοιπόν τον παρακάτω πίνακα στον οποίο εφαρµόζεται ο έλεγχος ανεξαρτησίας. 

Πίνακας 5:Πίνακας διπλής εισόδου 

 
 
 
 
 

Ο έλεγχος ανεξαρτησίας σε επίπεδο σηµαντικότητας 5% δίνει τα ακόλουθα 

αποτελέσµατα. 

Για ν=6 βαθµούς ελευθερίας => Χ2=20,85 

Σε επίπεδο σηµαντικότητας 5% έχουµε  2
6 ,0.05 12, 59X =  

IND Καθαριότητα Ηλικία 

Ι1 3 2 

Ι2 2 4 

Ι3 1 1 

Ι4 2 2 

Ι5 2 3 

Ι6 1 2 

Ι7 1 1 

Ι8 2 1 

Ι9 2 2 

Ι10 3 1 

∆ιαβαθµίσεις H1 Η2 Η3 Η4 Άθροισµα γραµµής 

A 9 55 27 17 108 

O 3 83 29 58 173 

Θ 11 136 69 60 276 

Άθροισµα στήλης  23 274 125 135 577 
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Επειδή 2
6 ,0.05X <  Χ2   συµπεραίνεται ότι η Στάση ως προς την καθαριότητα µε 

την Ηλικία είναι εξαρτηµένες. Αυτό σηµαίνει ότι οι διαφορετικές ηλικίες έχουν 

συγκεκριµένη στάση ως προς την καθαριότητα. Βέβαια αυτό το συµπέρασµα δεν 

µας πληροφορεί ποια ηλικία συνδέεται µε ποια στάση, βασικό ερώτηµα προς 

διερεύνηση. 

 Β) Η δεύτερη διαδικασία στατιστικής ανάλυσης είναι αυτή που αναφέρεται σε 

µεθόδους της πολυπαραγοντικής στατιστικής ανάλυσης και ιδιαίτερα στις µεθόδους 

της Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών (Analyse Factorielle des 

Corespondances -AFC-)  και της Ανιούσας Ιεραρχικής Ταξινόµησης (Classification 

Ascendante Hierarchique-CAH-), οι οποίες όχι µόνο µας προσδιορίσουν αν 

συσχετίζονται ή όχι οι δύο ερωτήσεις, αλλά και ποια ηλικία έχει συγκεκριµένη 

στάση, Οι µέθοδοι αυτές οπωσδήποτε προσφέρουν πληρέστερη πληροφόρηση από τις 

κλασικές µεθόδους και είναι ιδιαίτερα χρήσιµες όταν µελετά κάποιος ποιοτικές 

µεταβλητές. 

Εφαρµογή της Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών 

Εφόσον αναλύσουµε ένα πίνακα διπλής εισόδου µε την µέθοδο της Παραγοντικής 

Ανάλυσης των Αντιστοιχιών, έχουµε στη διάθεσή µας, µετά την δηµιουργία του 

παραγοντικού επιπέδου, τις ακόλουθες πληροφορίες. 

1. το ποσοστό της αντλούµενης πληροφορίας που παρέχει το παραγοντικό 

επίπεδο 

2. τις αλληλεπιδράσεις µεταξύ µεταβλητών που παρίστανται από τις στήλες 

3. τις αλληλεπιδράσεις µεταξύ ιδιοτήτων που παρίστανται από τις γραµµές 

4. ποια µεταβλητή στήλη συνδέεται µε ποια ιδιότητα γραµµή 

 
Η ανάλυση του πίνακα 5 βάσει του λογισµικού MAD δίνει τις παρακάτω 

πληροφορίες: 

                    
εικόνα 1 

     
Από την εικόνα 1 προκύπτει ότι οι δύο µεταβλητές είναι εξαρτηµένες σε επίπεδο 

σηµαντικότητας 0,05. 
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Στη συνέχεια ακολουθεί η εικόνα 2. Με δεδοµένο ότι η τάξη του πίνακα 5 είναι 

ίση µε 3, η ανάλυση µε την AFC παρέχει δύο παραγοντικούς άξονες, καθόσον  η τάξη 

ενός πίνακα διπλής εισόδου όταν είναι k, η παραγοντική ανάλυση προσδιορίζει k-1 

παραγοντικούς άξονες. 

                                 
εικόνα 2 

Η εικόνα 2 πληροφορεί ότι ο 1ος παραγοντικός άξονας ερµηνεύει το 92,43% της 

συνολικής πληροφορίας που αντλείται από τα δεδοµένα του πίνακα 5, ενώ ο 2ος 

παραγοντικός άξονας το υπόλοιπο 7,57%. 

     Ακολουθεί η εικόνα 3 

 
 

εικόνα 3 

Η εικόνα 3 παρουσιάζει το παραγοντικό επίπεδο 1x2, από το οποίο µπορεί να 

διαπιστωθεί η αλληλεπίδραση µεταξύ µεταβλητών και ιδιοτήτων.     

Για την ερµηνεία των πληροφοριών που µπορεί να εξαχθούν από το παραγοντικό 

επίπεδο, γίνεται µε τη βοήθεια των ενδείξεων του πίνακα 6, ο οποίος παρουσιάζει τις 

τιµές d του δείκτη έλξης- άπωσης µεταξύ «γραµµών» και στηλών του πίνακα. 

                                         Πίνακας 6 : Τιµές του δείκτη έλξης- άπωσης 

ΕΝ∆ Η1 Η2 Η3 Η4 

Α 2,0181 1,0352 1,1140 0,6494 
Ο 0,4199 0,9752 0,7469 1,3832 
Θ 0,9651 1,0016 1,1140 0,8969 
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Όταν η τιµή του δείκτη d έλξης-άπωσης είναι µεγαλύτερη του 1, σηµαίνει ότι 

υφίσταται έλξη µεταξύ των διαβαθµίσεων των γραµµών και των στηλών, ενώ όταν η 

τιµή είναι µικρότερη του 1, υποδεικνύει άπωση. Στην περίπτωση που η τιµή είναι ίση 

µε 1 δεν υφίσταται καµία εξάρτηση.   

Γενικές αρχές εφαρµογής της Π.Α.Α 

Οι γενικές αρχές που διέπουν την Παραγοντική Ανάλυση των Αντιστοιχιών (Π.Α.Α) 

είναι οι εξής:  

� Οι τιµές των φατνίων ενός πίνακα πρέπει να είναι µη αρνητικοί αριθµοί 

� Οι περιθωριακές κατανοµές ενός πίνακα δεδοµένων πρέπει να έχουν φυσική 

σηµασία. Με άλλα λόγια τα φατνία του πίνακα δεδοµένων πρέπει να είναι 

συχνότητες. Αν τα δεδοµένα προέρχονται από ετερογενείς µεταβλητές λ.χ 

τιµές ποσοστών, τιµές µιας ποσοτικής µεταβλητής και διαβαθµίσεις ενός 

ποιοτικού χαρακτηριστικού, τότε για να αναλυθεί ένας παρόµοιος πίνακας 

δεδοµένων µε την Π.Α.Α πρέπει προηγουµένως τα δεδοµένα να 

οµογενοποιηθούν ώστε να δηµιουργηθεί ο αντίστοιχος λογικός πίνακας 0-1.  

� Ο 1ος παράγοντας είναι µία κατ’ αρχή προσέγγιση των δεδοµένων, η οποία 

όµως χρειάζεται διόρθωση. Η διόρθωση επιτυγχάνεται µε τον 2ο παράγοντα. 

Εάν δεν ικανοποιούµαστε από την προσέγγιση που προσφέρουν οι δύο πρώτοι 

παράγοντες συνεχίζουµε µε τους υπόλοιπους που διαθέτουµε.  

� Στον χώρο Rp των σηµείων-αντικειµένων {Ιk=(k=1,2,…n)} όταν δύο σηµεία-

αντικείµενα είναι γειτονικά, σηµαίνει ότι τα δύο αυτά αντικείµενα 

χαρακτηρίζονται από τις ίδιες περίπου τιµές για κάθε µία από τις p 

µεταβλητές, οι δε αποστάσεις µεταξύ των σηµείων υπολογίζονται µε βάση την 

Ευκλείδεια απόσταση.    

� Στον χώρο Rn των σηµείων-µεταβλητών {Jm=(m=1,2,…p)} όταν δύο σηµεία-

µεταβλητές είναι κοντά το ένα από το άλλο, αυτό σηµαίνει πως το σύνολο 

των αντικειµένων έδωσε στις µεταβλητές αυτές περίπου τις ίδιες τιµές.  

� Όταν ένα σηµείο-αντικείµενο και ένα σηµείο-µεταβλητή είναι γειτονικά 

σηµαίνει ότι το αντικείµενο χαρακτηρίζεται από την ιδιότητα της µεταβλητής. 

� Όταν δύο µεταβλητές βρίσκονται σε αντίθετα τεταρτηµόρια του παραγοντικού 

επιπέδου, σηµαίνει ότι έχουν αντίθετες ιδιότητες. 
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Συνεπώς  από την απεικόνιση των σηµείων πάνω στο παραγοντικό επίπεδο και την 

επικύρωση µε βάση τις τιµές του δείκτη d προκύπτουν οι εξής παρατηρήσεις:  οι 

ηλικίες κάτω των 18 ετών (H1) και οι ηλικίες 19 έως 35 ετών (Η2) συνδέονται µε 

την Αρνητική στάση (Α), οι ηλικίες 35 έως 45 ετών (Η3)  συνδέονται µε την Θετική 

στάση (Θ), ενώ τέλος οι ηλικίες άνω των 45 ετών συνδέονται µε την Ουδέτερη 

στάση (Ο). 

 Η ανάγλυφη αυτή διαπίστωση προκύπτει από την εξής λογική που διέπει την 

Παραγοντική Ανάλυση των Αντιστοιχιών.  

 Ως γνωστόν όταν από µια σειρά αριθµών υπολογιστεί ο µέσος όρος, οι αποκλίσεις 

κάθε τιµής από αυτή την παράµετρο θέσης, προσδιορίζουν κάτι συγκεκριµένο. Έτσι 

όσο η θετική απόκλιση είναι µεγαλύτερη τόσο πιο χαρακτηριστική είναι η ιδιότητα 

που µετρά η µεταβλητή που αντιστοιχεί στον µέσο όρο. Ανάλογη ερµηνεία δίνεται 

για την αρνητική απόκλιση. ∆ηλαδή όσο µεγαλύτερη είναι η απόκλιση τόσο λιγότερο 

χαρακτηρίζει  η µεταβλητή την ιδιότητα που µετρά.  

Συνεπώς αν από ένα δείγµα 100 ατόµων προέκυψε ότι το µέσο ετήσιο εισόδηµα 

είναι 12.000 ευρώ, όταν κάποιος από αυτούς έχει εισόδηµα 35.000 ευρώ θεωρείται 

εύπορος, ενώ αν παρουσιάζει εισόδηµα 55.000 ευρώ θεωρείται πλούσιος. Στην 

αντίθετη περίπτωση ένας άλλος που δηλώνει 5.000 ευρώ θεωρείται φτωχός. 

Ανάλογη είναι η διαδικασία ερµηνείας στην Παραγοντική Ανάλυση των 

Αντιστοιχιών.  

Αντί του µέσου όρου, επειδή διασταυρώνονται δύο τουλάχιστον µεταβλητές, 

υπολογίζεται ο πίνακας ανεξαρτησίας, δηλαδή το πως θα παρουσιαζόταν ο πίνακας 

διπλής εισόδου, αν η αλληλεπίδραση των δύο µεταβλητών ήταν ιδανική. Η ιδανική 

αυτή σχέση υπολογίζεται βάσει της  σχέσης (1)      

 

                                                               

( ) ( )i j

ij

n A n B
k

k

⋅
=     (1) 

Όπου  
 

ijk = το κελί  του ιδανικού πίνακα Θ(ixj) που αντιστοιχεί στην i γραµµή και j στήλη 

k = το γενικό σύνολο  
( )in A = το άθροισµα της γραµµής i 

( )jn B = το άθροισµα της στήλης  j 

 
Στη συνέχεια αφαιρούµε από την παρατηρούµενη απόλυτη συχνότητα που υπάρχει 

σε κάθε κελί 
i j

A B∩ του πίνακα δεδοµένων την ιδανική συχνότητα ijk , οπότε 

προκύπτει η ζητούµενη απόκλιση από την ιδανική κατάσταση, η οποία θα 

χαρακτηρίζει την αλληλεπίδραση των µεταβλητών Αi και Bj . 
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Εποµένως µε βάση το παραπάνω σκεπτικό από τα στοιχεία του πίνακα 2, για κάθε 

ηλικία και για κάθε στάση Α= Αρνητική ,Ο= Ουδέτερη, Θ= Θετική  έχουµε 

      
1. για την Ηλικία κάτω των 18 ετών (Η1) 
 

23 108
9 9 4, 46 4, 54

557
A

⋅
 → − = − = +  

23 173
3 3 7,14 4,14

557
O

⋅
 → − = − = −  

23 276
11 11 11, 39 0, 39

557

⋅
Θ  → − = − = −  

 

Από τις τρεις αυτές σχέσεις προκύπτει ότι θετική απόκλιση παρατηρείται  µόνο 

στην Αρνητική στάση, ενώ στις υπόλοιπες έχουµε αρνητικές αποκλίσεις. Εποµένως 

οι Ηλικίες κάτω των 18 ετών συνδέονται αρνητικά µε την συγκεκριµένη διαβάθµιση, 

γεγονός που υπέδειξε το παραγοντικό επίπεδο 1x2. 

Συνεχίζοντας  τους ίδιους υπολογισµούς για τις υπόλοιπες τρεις κατηγορίες 

ηλικιών έχουµε: 

2.  για την Ηλικία από 19 έως 35 ετών (Η2) 
 

274 108
55 55 53,13 1, 87

557
A

⋅
 → − = − = +  

274 173
83 83 85,1 2,1

557
O

⋅
 → − = − = −  

274 276
136 136 135, 7 0, 3

557

⋅
Θ  → − = − = +  

 

Από τους υπολογισµούς αυτούς προκύπτουν δύο θετικές αποκλίσεις, µε 

µεγαλύτερη εκείνη που αφορά στην Αρνητική στάση. Εποµένως οι Ηλικίες από 19-35 

ετών συνδέονται µε την συγκεκριµένη διαβάθµιση, διαπίστωση που υπέδειξε και το 

παραγοντικό επίπεδο 1x2. 

  3.  για την Ηλικία από 36 έως 45 ετών (Η3) 
 

125 108
29 29 24, 24 4, 76

557
A

⋅
 → − = − = +  

125 173
29 29 38, 82 9, 82

557
O

⋅
 → − = − = −  

125 276
69 69 61, 94 7, 06

557

⋅
Θ  → − = − = +  

 

Από αυτές τις τρεις σχέσεις προκύπτουν δύο θετικές αποκλίσεις, µε µεγαλύτερη 

εκείνη που αφορά στην Θετική στάση. Εποµένως οι Ηλικίες από 36 έως 45 ετών 

συνδέονται περισσότερο µε την συγκεκριµένη διαβάθµιση, γεγονός που υπέδειξε το 

παραγοντικό επίπεδο 1x2. 
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4.  για τις Ηλικίες Πάνω από 45 ετών (Η4) 
135 108

17 17 26,18 9,18
557

A
⋅

 → − = − = −  

135 173
58 58 41, 93 16, 07

557
O

⋅
 → − = − = +  

135 276
60 60 66, 89 6, 89

557

⋅
Θ  → − = − = −  

 

Στην περίπτωση των ηλικιών Άνω των 45 ετών παρατηρείται θετική απόκλιση  

µόνο στην Ουδέτερη στάση, ενώ στις υπόλοιπες έχουµε αρνητικές αποκλίσεις. 

Εποµένως οι Ηλικίες πάνω από 45 ετών συνδέονται µε την συγκεκριµένη 

διαβάθµιση, στοιχείο που υπέδειξε το παραγοντικό επίπεδο 1x2. 

Τελικά γίνεται φανερό το πόσο γρήγορα ο αναλυτής παρατηρώντας ένα 

παραγοντικό επίπεδο, µπορεί να κάνει τις διαπιστώσεις του, χωρίς να υποχρεωθεί να 

εκτελέσει όλες τις παραπάνω επίπονες πράξεις καταλήγοντας στα ίδια 

συµπεράσµατα.  

Μέχρι τώρα έχουµε εντοπίσει την εξάρτηση κάθε µεταβλητής-στήλη µε την 

ιδιότητα που παριστάνει κάθε γραµµή. Οφείλουµε όµως να υπολογίσουµε την ένταση 

της εξάρτησης αυτής, η οποία µπορεί να εντοπιστεί µε την διαδικασία ενός απλού 

ελέγχου της διαφοράς αναλογιών σε επίπεδο σηµαντικότητας 5%, όπως θα 

παρουσιαστεί στη συνέχεια.  

Πριν αναφερθούµε στον υπολογισµό της έντασης της εξάρτησης, σκόπιµο είναι να 

αναφέρουµε εισαγωγικά το τι θεωρούµε  «δηµιουργία» µιας Ανιούσας Ιεραρχικής 

Ταξινόµησης ενός πλήθους  n στατιστικών µονάδων. 

Μία ανιούσα ιεραρχική ταξινόµηση των στοιχείων ενός συνόλου Ι µε πληθάριθµο 

card(Ι)=n, είναι µία διαδικασία που παράγει µια ακολουθία διαµελισµών του αρχικού 

συνόλου σε υποσύνολα µη κενά και ξένα ανά δύο µεταξύ τους, τις λεγόµενες 

κλάσεις, τη µία µέσα στην άλλη, συνενώνοντας κάθε φορά δύο µόνο κλάσεις οι 

οποίες βάσει κάποιας µετρικής  παρουσιάζουν σε κάθε βήµα οµαδοποίησης την 

µικρότερη απόσταση. Όσο αποµακρύνεται κανείς από τον αρχικό διαµελισµό (ο 

οποίος περιλαµβάνει τόσες κλάσεις όσα είναι τα αντικείµενα που ταξινοµούνται), 

τόσο αυτός γίνεται λιγότερο λεπτοµερής.  

Η τελευταία κλάση περιλαµβάνει το σύνολο των κλάσεων που δηµιουργήθηκαν 

από τις συνενώσεις στοιχείων και κλάσεων, το πλήθος των οποίων είναι 2n-1.  

Η βασική, λοιπόν, θεώρηση της ανιούσας ιεραρχικής ταξινόµησης ξεκινά από το 

ότι κάθε µια από τις  n στατιστικές µονάδες προς ταξινόµηση, αποτελεί µια 

διακεκριµένη κλάση µε τα δικά της χαρακτηριστικά και καταλήγει σε µια µόνο η 

οποία συµπεριλαµβάνει το σύνολο των στατιστικών µονάδων. 

Απ’ ότι γίνεται αντιληπτό στόχος της ανιούσας ιεραρχικής ταξινόµησης είναι να 

οµαδοποιήσει τις στατιστικές µονάδες ενός πληθυσµού σ' ένα περιορισµένο πλήθος 

οµοιογενών κλάσεων, ως προς την συµπεριφορά ορισµένων µεταβλητών, 

λαµβάνοντας υπόψη το σύνολο των µεταβλητών, ώστε κάθε µία να διαφέρει από τις 

άλλες, όσο το δυνατόν περισσότερο.             
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Βέβαια όπως όλες οι µέθοδοι της ανάλυσης δεδοµένων έτσι και η CAH 

απεικονίζει µ' ένα απλό σχήµα το αποτέλεσµα της ταξινόµησης του πίνακα δεδο-

µένων Τ(nxp), το καλούµενο δενδρόγραµµα, του οποίου οι γραµµές αποτελούν τις n 

παρατηρήσεις που περιγράφονται από το σύνολο των p µεταβλητών που αντιστοιχούν 

στις στήλες του. 

Οι κλάσεις δηµιουργούνται βάσει ενός αντικειµενικού αλγορίθµου, πέρα από τις 

υποκειµενικές µεθόδους που µπορεί να αναπτύξει κάθε ερευνητής. Λέµε αντικειµε-

νικό αλγόριθµο γιατί η οµαδοποίηση των στατιστικών µονάδων γίνεται χωρίς καµιά a 

priori υπόθεση στον αρχικό πίνακα δεδοµένων και βάσει µιας συγκεκριµένης 

µετρικής. 

Ο τρόπος µε τον οποίο πραγµατοποιείται ο διαµελισµός των γραµµών του πίνακα 

δεδοµένων είναι που κάνει την ουσιαστική διαφορά µεταξύ της ταξινόµησης και της 

κατάταξης.  

Με την κατάταξη τοποθετούνται οι γραµµές του πίνακα (διαθέσιµες πα-

ρατηρήσεις) σε προκαθορισµένες οµάδες (διακριτική ανάλυση),ενώ µε την ταξινό-

µηση αναζητούνται και προσδιορίζονται µε την βοήθεια ενός αλγόριθµου οι οµάδες 

διαµελισµού των παρατηρήσεων, λαµβάνοντας υπόψη το σύνολο των µεταβλητών 

που τις χαρακτηρίζουν. Χρησιµοποιώντας την διαδικασία VACOR βρίσκουµε όχι 

µόνο ποιες µεταβλητές συγκεκριµένα χαρακτηρίζουν τις κλάσεις, αλλά και την 

ένταση της εξάρτησης, καθώς επίσης ποιες από τις στατιστικές µονάδες 

ταξινοµούνται σε κάθε κλάση. 

 Η περιγραφή της ταξινόµησης γίνεται, όπως προαναφέραµε, µε το δενδρόγραµµα 

(σχήµα 1) του οποίου οι κόµβοι συµβολίζουν τις υποδιαιρέσεις του πληθυσµού και το 

επίπεδο ν του κάθε κόµβου δείχνει τον βαθµό οµοιότητας των παρατηρήσεων 

[Benzecri J.P et al.1980]. 

                                           Επίπεδο 

               ν=0      

σχήµα 2: ∆ενδρόγραµµα ταξινόµησης 10 στατιστικών µονάδων κατ' αύξουσα ιεραρχία 

Στο σχήµα 2 τα  i1,i2,…,i10 αντιπροσωπεύουν 10 στατιστικές µονάδες οι οποίες 

οµαδοποιούνται σε εννέα κλάσεις µε πληθάριθµο µεγαλύτερο ή ίσο του 2. 

Συγκεκριµένα έχουµε: 

την κλάση K11 ={i2,i3}  την κλάση K12={i9,i10}  την κλάση K13={i6,i7} 

την κλάση K14={i4,i5} την κλάση K15={Κ12,i8} την κλάση K16={Κ13,Κ14} 

την κλάση K17={i1,K11} την κλάση K18={K16,K17} και την κλάση 
K19={Κ15,Κ18} 
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Το σύνολο των εννέα κλάσεων (Κ11 έως Κ19} ονοµάζεται τυπολογία της 

ιεραρχίας 

Επειδή δεν είναι σκόπιµο να αναφερθεί η ταξινόµηση των 557 ερωτηθέντων στα 

10  ερωτήµατα που τους ετέθησαν, εφαρµόζουµε την διαδικασία VACOR  

αποκλειστικά στα δεδοµένα του πίνακα 2, για να βρούµε την ένταση που 

χαρακτηρίζει (θετικά ή αρνητικά) τις διαβαθµίσεις των ηλικιών µε τις στάσεις των 

ερωτώµενων (βλέπε πίνακα 4).  

 Η διαδικασία αυτή επιβάλλεται να γίνεται µετά από κάθε ανάλυση µε την AFC, 

ώστε να διευκολύνει την ερµηνεία των αλληλεξαρτήσεων µεταξύ µεταβλητών 

(στηλών) και στατιστικών µονάδων (γραµµών), ώστε να αποφευχθεί οποιαδήποτε 

σύγχυση που µπορεί να προκαλέσουν οι προβολές των σηµείων που 

αντιπροσωπεύουν γραµµές και στήλες, πάνω στο παραγοντικό επίπεδο όταν αυτό δεν 

συγκεντρώνει το σύνολο της πληροφορίας που παρέχει ο πίνακας δεδοµένων.  

Πίνακας 4: 

IND H1 Η2 Η3 Η4 

A 4,9828 0,8157 1,4472 -4,6798 

O -2,846 -0,577 -3,2142 5,1126 

Θ -0,1771 0,0367 1,4472 -1,3808 

   
Στον πίνακα 4 οι τιµές υπολογίζονται µε βάση τον στατιστικό έλεγχο σε επίπεδο 

σηµαντικότητας 5% της διαφοράς των αναλογιών µεταξύ της αναλογίας Ρδ που 

προκύπτει από το  «δείγµα» που αντιπροσωπεύει κάθε κελί του πίνακα δεδοµένων και 

της αναλογίας ΡΜ κάθε µεταβλητής ως προς το σύνολο k των απαντήσεων.  

 

Έτσι η τιµή του κελιού (Α,Η1)=4,9822 υπολογίζεται ως εξής: 

 

Θεωρούµε τον ακόλουθο στατιστικό έλεγχο σε επίπεδο σηµαντικότητας 5% 

 

0

1

: 0

: 0

P P

P P

δ

δ

Μ

Μ

Η − =

Η − >
 

 
Στη συνέχεια υπολογίζεται η τιµή του z 

                                                              M

p

P P
z

s

δ −
=        (2) 

Όπου 1p

P Q
s Q P

n
µ ε

⋅
= = −  

 

 Όταν από την σχέση (2) προκύπτει z>1,645 τότε ισχύει η εναλλακτική υπόθεση 

Η1, δηλαδή η µεταβλητή Μ µε αναλογία PM χαρακτηρίζει έντονα την διαβάθµιση µε 

αναλογία Pδ.    

 Σε διαφορετικές τιµές του z όπου -1,645<z<1,645 απλά η µεταβλητή  παρουσιάζει 

µέτρια ένταση (θετική ή αρνητική) ανάλογα µε την τιµή που παρουσιάζει), ενώ όταν 
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προκύπτει τιµή z<-1,645 τότε η απουσία εξάρτησης της µεταβλητής Μ µε την 

διαβάθµιση  αυτή θεωρείται έντονη.   

 Με τα δεδοµένα του πίνακα 4 για το κελί (Α,Η1) έχουµε την τιµή 1,0125. Το πώς 

προέκυψε η τιµή αυτή ακολουθούµε τους παρακάτω υπολογισµούς. 

Η αναλογία του κελιού (Α,Η1) είναι 9
0, 0833

108
=  

Η αναλογία της µεταβλητής Η1 ως προς το σύνολο των απαντήσεων είναι 
23

0, 0413
557

=  

Στη συνέχεια υπολογίζουµε την τιµή  0, 0833 0, 0413
4, 98221

0, 00843
z

−
= =  

όπου 
0, 0413 (1 0, 0413)

  0,00843
557ps

⋅ −
= =  

 

Εφόσον η τιµή του z είναι θετική αλλά µεγαλύτερη της τιµής 1,645 η επίδραση της 

διαβάθµισης Ηλικία κάτω των 18 ετών (Η1) δείχνει ότι συνδέεται θετικά µε την 

αρνητική στάση για την καθαριότητα  (Α) µε  σηµαντική ένταση.  

Από τον πίνακα 4 όσον αφορά στην αρνητική στάση των ηλικιών ως προς την 

καθαριότητα προκύπτει η κλιµακούµενη Αρνητική στάση των ηλικιών κατά 

φθίνουσα τιµή του z. Ήτοι οι ηλικίες κάτω των 18 ετών (Η1), οι ηλικίες 36 έως 45 

ετών (Η3), οι ηλικίες από 19 έως 35 ετών (Η2) οι οποίες παρουσιάζουν µέτρια 

αρνητική ένταση, ενώ οι ηλικίες άνω των 45 ετών (Η4) εµφανίζουν αντίθετη στάση 

ως προς τις υπόλοιπες ηλικίες, δηλαδή δεν συµφωνούν (και µάλιστα έντονα), ότι η 

καθαριότητα της πόλης της Θεσσαλονίκης είναι βρώµικη.    

 Εν κατακλείδι πρέπει να τονιστεί ιδιαίτερα πως σ’ ένα τόσο απλό πίνακα 

δεδοµένων διπλής εισόδου, οι εξαρτήσεις µεταξύ µεταβλητών (στηλών) και 

ιδιοτήτων (γραµµών) µπορεί να είναι εύκολες να διαπιστωθούν µε απλές πράξεις. 

Αλλά όµως σ’ ένα πίνακα λ.χ διαστάσεων 50x20 οι προηγούµενες διαπιστώσεις µε 

απλές πράξεις όπως παρουσιάστηκαν στο παράδειγµα, είναι πολύ δύσκολες και 

πολύπλοκες. 

 Αντιθέτως η ευκολία ανάγνωσης της συµπεριφοράς των µεταβλητών, όπου το 

πλήθος τους µπορεί να είναι οσοδήποτε µεγάλο, καθιστά τις συγκεκριµένες µεθόδους 

πολυδιάστατης στατιστικής ανάλυσης δηµοφιλείς στους ερευνητές οποιουσδήποτε 

επιστηµονικού πεδίου, αναγνωρίζοντας την µεγάλη συµβολή τους στην εξαγωγή 

πολυσύνθετων συµπερασµάτων που δεν προκύπτουν µε την εφαρµογή 

συγκεκριµένων µεθόδων της κλασικής στατιστικής ανάλυσης. 

Σε κάθε ταξινόµηση ανεξάρτητα µε ποια µετρική πραγµατοποιείται, 

δηµιουργούνται κλάσεις που κάθε µια περιέχει ένα συγκεκριµένο πλήθος 

«αντικειµένων», το οποίο παριστάνουν οι γραµµές του πίνακα δεδοµένων. Έτσι σ’ 

ένα ερωτηµατολόγιο έρευνας αγοράς σε κάθε γραµµή αντιστοιχούν οι απαντήσεις του 

ερωτηθέντα στο σύνολο των ερωτηµάτων που του ετέθησαν. 
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Πρέπει να τονιστεί ιδιαίτερα, ότι σ’ ένα ερωτηµατολόγιο έρευνας αγοράς, οι περισσότερες 

ερωτήσεις είναι ποιοτικού χαρακτήρα, εποµένως η ταξινόµηση πρέπει να γίνεται µε τον 

αλγόριθµο του Ward, καθ’ όσον είναι η µόνη µέθοδος που χρησιµοποιεί για την συνένωση 

δύο κλάσεων, την απώλεια αδράνειας, αφού προηγουµένως υπολογίζονται οι αποστάσεις 

µεταξύ δύο «γραµµών-αντικειµένων», βάσει της µετρικής του x2 (µετρική J.P. Benzecri)        

Μελετώντας, λοιπόν, κάθε κλάση χωριστά, βρίσκουµε ποιοι ερωτηθέντες την απαρτίζουν 

και συγχρόνως ποιες µεταβλητές  επηρέασαν αλλά και κατά πόσο, ώστε να δηµιουργηθεί η 

συγκεκριµένη κλάση. Εάν βέβαια επιθυµούµε να εντοπίσουµε ποιοι ερωτηθέντες 

επηρεάζονται από µια συγκεκριµένη µεταβλητή, η ανιούσα ιεραρχική ταξινόµηση, εστιάζει 

στον εντοπισµό της µικρότερης απόστασης των κέντρων των κλάσεων των ερωτηθέντων από 

τις  µεταβλητές πάνω στον κάθε  παραγοντικό άξονα χωριστά, µε συγκεκριµένο ποσοστό 

ερµηνείας, συνεπώς η απάντηση δεν είναι απόλυτα ακριβής.  

Το ερώτηµα όµως, του εντοπισµού κάθε ερωτώµενου µε ποια µεταβλητή συνδέεται, 

απαντάται στην επόµενη εργασία µε τίτλο «Μέθοδος KARAP ως εργαλείο εξόρυξης 

δεδοµένων» 
          

Η ΜΕΘΟ∆ΟΣ KARAP ΩΣ ΕΡΓΑΛΕΙΟ ΕΞΟΡΥΞΗΣ 

∆Ε∆ΟΜΕΝΩΝ 

Γενικά 

Μία ανιούσα ιεραρχική ταξινόµηση των n «υποκειµένων» (γραµµές) ενός πίνακα 

δεδοµένων Τ(n,p) είναι µία διαδικασία που παράγει µια ακολουθία διαµελισµών του 

αρχικού συνόλου σε υποσύνολα µη κενά και ξένα ανά δύο µεταξύ τους, τις λεγόµενες 

κλάσεις, τη µία µέσα στην άλλη, συνενώνοντας κάθε φορά δύο µόνο κλάσεις οι 

οποίες βάσει κάποιας µετρικής  παρουσιάζουν σε κάθε βήµα οµαδοποίησης την 

µικρότερη απόσταση.  

Απ’ ότι γίνεται αντιληπτό στόχος της ανιούσας ιεραρχικής ταξινόµησης είναι να 

οµαδοποιήσει το σύνολο των στατιστικών µονάδων ενός πληθυσµού σ' ένα 

περιορισµένο πλήθος οµοιογενών κλάσεων, τις επονοµαζόµενες «συστάδες» ως προς 

την συµπεριφορά ορισµένων µεταβλητών, λαµβάνοντας υπόψη το σύνολο των 

µεταβλητών, ώστε κάθε µία να διαφέρει από τις άλλες, όσο το δυνατόν περισσότερο. 

Συγκεκριµένα στη ταξινόµηση µε την διαδικασία VACOR οι κλάσεις 

δηµιουργούνται βάσει ενός αντικειµενικού αλγορίθµου (αλγόριθµος του Ward), πέρα 

από τις υποκειµενικές µεθόδους που µπορεί να αναπτύξει κάθε ερευνητής. Λέµε 

αντικειµενικό αλγόριθµο γιατί η οµαδοποίηση των στατιστικών µονάδων γίνεται 

χωρίς καµιά a priori υπόθεση στον αρχικό πίνακα δεδοµένων βάσει της µετρικής  x2.  
Στις κλάσεις που δηµιουργεί η µέθοδος VACOR  εντοπίζεται  το πλήθος των µεταβλητών 

που τις χαρακτηρίζουν. Αυτό γίνεται µε την βοήθεια που παρέχει το πρόγραµµα MAD µε τον 

πίνακα «Συµβολή των µεταβλητών στο χαρακτηρισµό των κλάσεων» σε συνδυασµό µε τον 

πίνακα «Συµβολή των µεταβλητών στη διάσπαση των k υψηλότερων κόµβων». Κατά 

συνέπεια τα «υποκείµενα» που συµµετέχουν στη διαµόρφωση των κλάσεων συνδέονται 

επίσης µε τις µεταβλητές που χαρακτηρίζουν κάθε κλάση. 

Είναι γνωστό ότι χρησιµοποιώντας την µέθοδο VACOR µε τα γνωστά 
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προγράµµατα που υλοποιούν την Ανιούσα Ιεραρχική Ταξινόµηση, δεν είναι εφικτή η 

σύνδεση κάθε «υποκειµένου» µε µια συγκεκριµένη µεταβλητή, εκτός και αν 

χρησιµοποιηθεί ο στατιστικός έλεγχος της διαφοράς των αναλογιών σε επίπεδο 

σηµαντικότητας 5%, µεταξύ της αναλογίας Ρδ κάθε µιας από τις p τιµές  που 

αντιστοιχεί στο «δείγµα» που αναφέρεται σε κάθε «υποκείµενο» και της αναλογίας 

ΡΜ κάθε µεταβλητής ως προς το σύνολο των p µεταβλητών (Morineau A. 1984). 

               
0

1

: 0

: 0

P P

P P

δ

δ

Μ

Μ

Η − =

Η − >
                    (1) 

 Στη συνέχεια υπολογίζεται η τιµή του z 
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p
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=                             (2) 
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µε
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= = −  

 
Όπως αναφέρει ο καθηγητής Θ. Μπεχράκης «Με βάση την τιµή του ελέγχου 

κατατάσσουµε τα προβλήµατα για κάθε οµάδα. Η τιµή του ελέγχου αποτελεί κριτήριο που 

χρησιµοποιείται για την επιλογή των προβληµάτων τα οποία χαρακτηρίζουν την κάθε οµάδα. 

Όσο µεγαλύτερη είναι η τιµή του ελέγχου για µια συγκεκριµένη οµάδα και ένα συγκεκριµένο 

πρόβληµα , τόσο περισσότερο χαρακτηριστικό είναι το πρόβληµα αυτό για τη συγκεκριµένη 

οµάδα» (Μπεχράκης Θ. σελ. 74) 

Όταν, λοιπόν, από την σχέση (2) προκύπτει η τιµή z>1,645 τότε ισχύει η εναλλακτική 

υπόθεση Η1, δηλαδή η µεταβλητή Μ µε αναλογία PM χαρακτηρίζει έντονα την κλάση ή το 

υποκείµενο  µε αναλογία Pδ. Σε διαφορετικές τιµές του z όπου -1,645<z<1,645 απλά η 

µεταβλητή  παρουσιάζει µέτρια σύνδεση (θετική ή αρνητική) ανάλογα µε την τιµή που 

παρουσιάζει), ενώ όταν προκύπτει τιµή z<-1,645 τότε η απουσία εξάρτησης της µεταβλητής 

µε την κλάση (ή το αντικείµενο) θεωρείται έντονη. 

Από την άλλη η σύνδεση των υποκειµένων µε κάθε µεταβλητή µπορεί να 

πραγµατοποιηθεί εφ’ όσον αναλυθεί ο πίνακας δεδοµένων T(n,p) µε την Παραγοντική 

Ανάλυση των Αντιστοιχιών (-Π.Α.Α-), εξαχθούν οι συντεταγµένες των p µεταβλητών και 

των n αντικειµένων  πάνω στους p-1 παραγοντικούς άξονες και στη συνέχεια να 

υπολογιστούν οι αποστάσεις κάθε αντικειµένου A από κάθε µεταβλητήc B χρησιµοποιώντας  

την παρακάτω σχέση η οποία υπολογίζει την  απόσταση µεταξύ δύο διανυσµάτων του 

διανυσµατικού χώρου Rn  (Serge Lang σελ. 16) 

( ) ( )A B A B A B− = − ⋅ −     (3) 

Αρχικά θα συγκριθούν τα αποτελέσµατα της σύνδεσης των «υποκειµένων» µε τις 

µεταβλητές που προέκυψαν αφενός µετά την ταξινόµηση µε την µέθοδο VACOR, 

χρησιµοποιώντας τον προαναφερόµενο έλεγχο µε την z κατανοµή, αφετέρου µε την 

τοποθέτηση όλων των σηµείων (γραµµών και στηλών) του πίνακα δεδοµένων T(n,p) στον 

Ευκλείδειο διανυσµατικό χώρο R(p-1), βάσει των παραγόντων που προκύπτουν µετά την 

εφαρµογή της Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών. Η εργασία αυτή θα αποτελέσει 

επίσης µια νέα διαδικασία ταξινόµησης των «υποκειµένων».   

Η επιλογή του Ευκλείδειου χώρου Rp-1 έγινε αφού ως γνωστό οι παραγοντικοί άξονες 
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δηµιουργούν µία ορθοκανονική βάση στον χώρο R(p-1), όπου βάσει των συντεταγµένων 

τοποθετούνται οι p µεταβλητές και  οι n γραµµές  του πίνακα δεδοµένων στις πραγµατικές 

τους θέσεις, απ’ όπου αντλείται το σύνολο της πληροφόρησης που παρέχει ο πίνακας 

δεδοµένων που αναλύεται. 

Στο σηµείο αυτό θα παραθέσουµε ένα παράδειγµα προς επιβεβαίωση των 

προαναφερόµενων προτάσεων. 

Σχέσεις µεταξύ παραγόντων 

       Με βάση ένα πίνακα σύµπτωσης δύο ποιοτικών µεταβλητών Α και Β δηµιουργείται ο 

αντίστοιχος πίνακας σχετικών συχνοτήτων. 

Πίνακας 1:Πίνακας σχετικών συχνοτήτων 

 
 

Η παραγοντική ανάλυση των αντιστοιχιών επιτρέπει όχι µόνο τη γεωµετρική και 

αλγεβρική διαπίστωση της απόκλισης από την κατάσταση της ανεξαρτησίας των δύο 

ποιοτικών µεταβλητών Χ και Υ, αλλά και τη διερεύνηση των οµοιοτήτων που παρουσιάζουν 

µεταξύ τους οι σχετικές κατανοµές (προφίλ) των γραµµών ή των στηλών του πίνακα, που 

αντιστοιχούν στο σύνολο των διαβαθµίσεων των δύο µεταβλητών Χ και Υ. 

Στη συνέχεια δηµιουργείται ο πίνακας των προφίλ των γραµµών 

Πίνακας 2: Πίνακας  fJ
I των προφίλ των γραµµών 

 

∆ιαβαθµίσεις b1………..bj…………bp  

A1  .  
.  .  
ai ................fi

j= fij/fi ………… 1 

.  .  
an  .  

 

Για να γίνει κατανοητό για πιο λόγο είναι προτιµότερο να χρησιµοποιείται το προφίλ µιας 

γραµµής ενός πίνακα, ως διανυσµατική έκφραση της αντίστοιχης στατιστικής µονάδας i, 

παρά η γραµµή µε τα αρχικά δεδοµένα, η απάντηση έχει ως εξής: Εφόσον δύο γραµµές είναι 

ανάλογες µεταξύ τους, τα προφίλ τους θα είναι ταυτόσηµα και όταν παρασταθούν σ’ ένα 

γράφηµα οι γραφικές παραστάσεις των διανυσµάτων στα οποία αντιστοιχούν θα συµπέσουν, 

ενώ αντιθέτως οι γραµµές µε τα αρχικά δεδοµένα θα παριστάνουν δύο συγγραµµικά 

διανύσµατα. 

Αυτή η διαπίστωση είναι πολύ σηµαντική καθόσον στην Παραγοντική Ανάλυση των 

Αντιστοιχιών (-Π.Α.Α-) το ενδιαφέρον εστιάζεται στις αναλογίες των «υποκειµένων» µέσα 

στις διαβαθµίσεις των «µεταβλητών».  
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Οι προβολές των σηµείων fJ
i του νέφους N(I)J των γραµµών του πίνακα δεδοµένων πάνω 

στους παραγοντικούς άξονες ∆a (a=1,...p-1),οι οποίες συµβολίζονται µε Fa(i) (όπου i= i
jf  

τυχόν προφίλ γραµµή), αποτελούν τις συντεταγµένες των σηµείων αυτών πάνω στους άξονες 

∆a. Κάθε συντεταγµένη Fa(i) σχετική µε τον παραγοντικό άξονα a ονοµάζεται παράγοντας a 

του προφίλ i (J-P & F. Benzecri 1980 σελ. 65).  

Για να προσδιορίσουµε τους παραγοντικούς άξονες ∆a σ’ ένα επίπεδο (a=1,2) 

χρησιµοποιούµε το θεώρηµα του Huyghens, το οποίο αναφέρει ότι η ολική αδράνεια ΙΟλ του 

νέφους  N(I) µπορεί να αναλυθεί σε δύο µέρη. Το ένα µέρος αφορά στην αδράνεια Ι//∆ κατά 

µήκος µιας ευθείας ∆a η οποία περνά από το βαρύκεντρο G{=fJ} του νέφους και το άλλο στην 

αδράνεια Ι┴∆  κάθετα της ευθείας ∆α.  

Από τις άπειρες ευθείες που διέρχονται από το σηµείο G, λαµβάνεται εκείνη η οποία 

καθιστά την αδράνεια Ι//∆ µέγιστη και συνεπώς ελάχιστη την αδράνεια Ι┴∆. 

 Ήτοι  

                                        ΙΟλ= Ι//∆ +Ι┴∆                                                 (4) 

Σχηµατικά έχουµε:  

                                     ┴∆                                          fJ
i 

 

 

  

                                                 G                                     Fa(i)                 ∆α (=//∆)  

σχήµα 1: ∆ιάσπαση της ολικής αδράνειας 

Ως γνωστόν σε κάθε χαρακτηριστική ρίζα λa ενός τετραγωνικού πίνακα 
J I J
J J IS f f= o αντιστοιχεί ένα χαρακτηριστικό διάνυσµα ua=φa

J που συνδέεται µε το 

παραγοντικό άξονα ∆a. 

 Για κάθε διάνυσµα φa
J (j=1,...p) οι συντεταγµένες του ικανοποιούν τις παρακάτω σχέ-

σεις:  

            
p

J
j a

j 1

f F 0
=

⋅ =∑                                          (5)              

                                                
p

J 2
j a

j 1

f (F ) 1
=

⋅ =∑  (6) 

 

Κάθε παράγοντας Fa(i), ο οποίος είναι διάνυσµα, υπολογίζεται  µε την παρακάτω σχέση 

                    Fa(i) =
p

i
j

j 1

f φ( j)
=

⋅∑                                         (7) 

Σε κάθε παραγοντικό άξονα ∆a ισχύουν οι εξής σχέσεις: 

                            
n

i a
i 1

f F (i) 0
=

⋅ =∑                                         (8)  

                                                 
n

2
i a a

i 1

f (F (i)) λ
=

⋅ =∑                                       (9) 

ενώ για δύο διαφορετικούς παραγοντικούς άξονες ∆r και ∆s ισχύει: 
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n

i r s
i 1

f F (i)F (i) 0
=

⋅ =∑                                      (10) 

Ο αριθµός Fa(i) σε απόλυτη τιµή µετρά την απόσταση που χωρίζει το κέντρο 

βάρους G={fJ} του νέφους N(I)J από τη προβολή του προφίλ fij (που παριστάνει η 

γραµµή i του πίνακα δεδοµένων) πάνω στον άξονα ∆a. 

Γενικώς ισχύει  

                  ( )
p 1

2 i 2
J a

a 1

d f ,  G F (i)
−

=

= ∑                               (11) 

Εποµένως η απόσταση που χωρίζει το κέντρο βάρους G={fJ} από την προβολή 

του προφίλ γραµµή i
jf  λ.χ στο παραγοντικό επίπεδο ∆1x∆2 είναι η υποτείνουσα 

του ορθογωνίου τριγώνου µε πλευρές τα F1(i) και F2(i). ∆ηλαδή για το 

παραγοντικό επίπεδο 1x2 ισχύει η σχέση  

                                               ( )2 i 2 2
J 1 2d f ,  G F (i) F (i)= +                       (12) 

Η απόσταση d2(fJ
i, fJ) υπολογίζεται επίσης µε τη χρήση της παρακάτω σχέσης  

                                          ( )
p

2 i i 2
J j J

j 1 i

1
d f ,  G (f f )

f=

= −∑                       (13) 

Η σχέση 12 υποδεικνύει ότι οι παραγοντικοί άξονες πάνω στους οποίους υπολογίζονται οι 

παράγοντες Fa(i) είναι ορθογώνιοι, οπότε το σύστηµα των p-1  παραγοντικών αξόνων 

αποτελεί εκ κατασκευής ένα ορθοκανονικό σύστηµα συντεταγµένων στον διανυσµατικό 

χώρο p 1R - . Στη συνέχεια θα παραθέσουµε ένα αριθµητικό παράδειγµα προς επιβεβαίωση 

της σχέσης 13. 

Αριθµητικό παράδειγµα 

    Χρησιµοποιώντας ένα απλό αριθµητικό παράδειγµα διαπιστώνει κανείς εύκολα την 
ισχύει των σχέσεων 12 και 13.  
∆ίνεται ο παρακάτω πίνακας σύµπτωσης                                        

 
Πίνακας 3:Πίνακας δεδοµένων 

 

 J1 J2 J3  

Ι1 0 1 0 1 
Ι2 1 0 1 2 
Ι3 1 1 0 2 
Ι4 0 0 1 1 

 2 2 2 6 

    Βρίσκουµε καταρχήν τα προφίλ των γραµµών I
Jf και των στηλών J

If .Ήτοι 

 

I J
J I

0 1 0
0 1/ 2 1/ 2 0

1/ 2 0 1/ 2
f και f 1/ 2 0 1/ 2 0

1/ 2 1/ 2 0
0 1/ 2 0 1/ 2

0 0 1

 
  
  = =        

   

    Τα προφίλ  J
If  προέκυψαν αφού προηγουµένως  πήραµε τον ανάστροφο πίνακα του Τ(4,3)  

Για την βασική εφαρµογή της Π.Α.Α απαιτείται η εύρεση του συµµετρικού τετραγωνικού 
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πίνακας SJ
J ο οποίος υπολογίζεται µε το παρακάτω γινόµενο 

J I J
J J I

0 2 0
0 1 1 0 2 1 1

1 0 11 1 1
S f f 1 0 1 0 1 3 0

1 1 02 2 4
0 1 0 1 1 0 3

0 0 2

 
    
    = = ⋅ = ⋅           

 

o

 

Στη συνέχει ακολουθεί η εύρεση των τριών χαρακτηριστικών ριζών του τετραγωνικού 

πίνακα  SJ
J  οι οποίες είναι οι εξής :    0

4
λ 1

4
= =  1

3
λ

4
=  2

1
λ

4
=  

Ως γνωστόν σε κάθε χαρακτηριστική ρίζα λi (εκτός της τερτιµένης ρίζας λ0) αντιστοιχεί 
ένα χαρακτηριστικό διάνυσµα ua=φa

J που συνδέεται µε το παραγοντικό άξονα ∆a. 
Για κάθε χαρακτηριστικό διάνυσµα φa

J (j=1,...p) οι συντεταγµένες του ικανοποιούν όπως 

προαναφέραµε τις σχέσεις 5 και 6 

Οι τιµές των χαρακτηριστικών διανυσµάτων παρουσιάζονται στις σχέσεις 14 και 15 

     φ11=0 , φ12=
6

2
 και φ13= - 

6

2
                  (14) 

                                   φ21= 2-  φ22= 
2

2
και φ23=

2

2
                 (15) 

Χρησιµοποιώντας τη σχέση 7 οι παράγοντες I
aF έχουν τις παρακάτω τιµές.  

 
∆ιαπιστώνουµε ότι επαληθεύεται η σχέση 9  

     

2 2 2 2

1

1 2 2 2 2 2 1 2 1
λ

6 2 6 4 6 4 6 2 4

       
= ⋅ + ⋅ − + ⋅ − + ⋅ =              

         

                       

2 2 2 2

2

1 2 2 2 2 2 1 2 1
λ

6 2 6 4 6 4 6 2 4

       
= ⋅ + ⋅ − + ⋅ − + ⋅ =              

         
Οι παράγοντες των µεταβλητών Ga

J βρίσκονται χρησιµοποιώντας την σχέση 

              
J J J
a a I

α

1
G F f

λ
= o                   (16) 

Απ’όπου προκύπτει                            

                                                     

J
a

2
0

2

3 2 2
G

4 4

3 2 2

4 4

 
− 

 
 

=  
 
 

−  
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Για τις  τέσσερις γραµµές i1,i2,i3 και i4 οι τιµές των συντεταγµένων στους δύο 

παραγοντικούς άξονες ∆1 και ∆2 έχουν ως εξής:  

1 1 1 2 1 3 1 4

6 6 6 6
F (i ) , F (i ) , F (i ) ,F (i )

2 4 4 2
= = - = = -  

2 1 2 2 2 3 2 4

2 2 2 2
F (i ) ,F (i ) , F (i ) , F (i )

2 4 4 2
= = - = - =  

  ενώ  οι αντίστοιχες µάζες των γραµµών ισούνται µε 

1 2 3 4

1 2 2 1
f , f , f , f

6 6 6 6
= = = =  

Το ότι οι δύο παραγοντικοί άξονες ∆1 και ∆2  είναι κάθετοι, θα προκύψει, µε την 

επαλήθευση της σχέσης 12, η οποία  αποτελεί τη διατύπωση του Πυθαγόρειου Θεωρήµατος 

στο επίπεδο.  

Π.χ Για την γραµµή i2 έχουµε 

                                       1 2 2 2

6 2
F (i ) 0,612,F (i ) 0,354

4 4
= - = - = - = -  

Χρησιµοποιώντας τη σχέση 13 έχουµε ότι   

( )
2 2 2

2
2 J

1 1 2 1 2 1 1 2 1 4 1 18 1
d i , f 0 3 3 3

2 2 22 6 6 2 6 36 36 36 36 2
6 6 6

     = − + − + − = ⋅ + ⋅ + ⋅ = =     
     

 

Οπότε                            2
2 J 2 J

1
d (i , f ) d(i , f ) 0,707

2
= → =  

Χρησιµοποιώντας τις τιµές των F1(i2)  και F2(i2) της γραµµής i2  στους δύο παραγοντικούς 

άξονες  ∆1 και ∆2 έχουµε  

  

2 2

2 2
1 2 2 2

6 2 6 2 1
F (i ) F (i )

4 4 16 16 2

   
+ = − + − = + =      

     
Εποµένως επαληθεύεται η σχέση 12 

                                         2
2 Jd (i , f ) = 2 2

1 2 2 2F (i ) F (i )+                                (17) 

Σχηµατικά το παραγοντικό επίπεδο 1x2 είναι το ακόλουθο. 

 

σχήµα 2: Επαλήθευση της σχέσης 2
2 Jd (i , f ) = 2 2

1 2 2 2F (i ) F (i )+  

Προφανώς η σχέση 17 ισχύει και στο πολυδιάστατο χώρο Rp-1   

2
k Jd (i , f ) = 2 2 2

1 k 2 k s kF (i ) F (i ) ..... F (i )+ + +  όπου k=1,…n  και s=1,…,p-1  (18) 

Η σχέση 18 είναι η έκφραση του Πυθαγόρειου θεωρήµατος στο πολυδιάστατο χώρο R
p-1 
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Όσον αφορά στην απόσταση µεταξύ του προφίλ µιας γραµµής i
Jf  και του προφίλ µιας 

µεταβλητής j
If ισχύει η παρακάτω σχέση. 

( )
p 1

22 i j
J I p p

p 1

d f ,  f F (i) G ( j)
−

=

 = − ∑
             (19) 

Με τα δεδοµένα του παραδείγµατος για την γραµµή i1 και την στήλη j1 έχουµε 

[ ] [ ]
2 2

2 22
1 1 1 1 1 1 2 1 2 1

6 2 2
d (i , j ) F (i ) G ( j ) F (i ) G ( j ) 0 ( ) 3,5

2 2 2

   
= − + − = − + − − =   

     
Οπότε                                                   

1 1d(i , j ) 3,5 1,871= =  

Σύνδεση µεταξύ των «γραµµών» και των «στηλών» ενός διδιάστατου πίνακα δεδοµένων  

Έστω σ’ ένα πίνακα δεδοµένων T(n,p) οι n γραµµές αντιστοιχούν σε n ερωτώµενους, ενώ 

στις  p γραµµές του πίνακα οι τιµές των p ερωτήσεων που αντιστοιχούν σε p µεταβλητές. Στο 

ερώτηµα του εντοπισµού ενός ερωτώµενου µε ποια µεταβλητή συνδέεται περισσότερο, θα 

γίνει λεπτοµερής αναφορά, χρησιµοποιώντας ένα συγκεκριµένο παράδειγµα έξι ποιοτικών 

µεταβλητών (για την µέτρηση των οποίων χρησιµοποιήθηκε η 5βάθµια κλίµα Likert, όπου το 

5 αφορούσε την άριστη εντύπωση), στο οποίο απάντησαν 99 άτοµα, τα οποία αποτελούν µία 

από τις πέντε κλάσεις, που δηµιουργήθηκαν µε την εφαρµογή της Ανιούσας  Ιεραρχικής 

ταξινόµησης µε την διαδικασία VACOR, σε 1721 ξένους επισκέπτες της Θεσσαλονίκης. Το 

ερωτηµατολόγιο αφορούσε έξι ερωτήµατα σχετικά µε το πώς βαθµολόγησαν οι ξένοι 

επισκέπτες α) τα αξιοθέατα της πόλης της Θεσσαλονίκης β) την Ελληνική κουζίνα γ) την 

νυχτερινή ζωή της πόλης δ) το αρχιτεκτονικό της στυλ ε) την ασφάλειά της και στ) την 

φιλικότητα των ντόπιων.   

Οι έξι µεταβλητές παρίστανται αντιστοίχως ως εξής : ∆4,∆5,∆6,∆7,∆8,∆9. Με δεδοµένη 

την ταξινόµηση των 99 ατόµων σε µία από τις οµάδες που δηµιούργησε η ταξινόµηση των 

1721 ατόµων µε την µέθοδο VACOR  ο πίνακας 4 παρουσιάζει τµήµα των απαντήσεών τους. 

Πίνακας 4: Τµήµα του πίνακα δεδοµένων 

 
 

Με βάση τον στατιστικό έλεγχο της διαφοράς των αναλογιών (σχέσεις 1 και 2) σε επίπεδο 

σηµαντικότητας 5%, προσδιορίζεται η σύνδεση κάθε κλάσης ή ερωτώµενου µε  µία ή 

περισσότερες µεταβλητές. 

Έχοντας εφαρµόσει την Ανιούσα Ιεραρχική Ταξινόµηση µε την µέθοδο VACOR στα 

δεδοµένα του πίνακα 4, δηµιουργήθηκε η συγκεκριµένη τυπολογία µε τις εξής πέντε 
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οµοιογενείς συστάδες :180,186,191,192 και 193 στις οποίες χρησιµοποιώντας τον 

προαναφερόµενο έλεγχο υποθέσεων προκύπτει ο πίνακας 5, όπου  η συστάδα 186 φαίνεται 

να συνδέεται µε δύο µεταβλητές τις ∆5 και ∆6, ενώ η συστάδα 192  συνδέεται περισσότερο 

µε τις µεταβλητές ∆5, ∆7 και ∆9, µε µεγαλύτερη ένταση όµως µε την ∆5 (Z∆5=6,3422).  

 Πίνακας 5: Παρουσιάζει την σύνδεση µεταξύ των 5 συστάδων και των έξι µεταβλητών 
 

 
 

Από την εφαρµογή του ελέγχου στις τιµές των έξι µεταβλητών για κάθε ερωτώµενο 

προκύπτει ο πίνακας 6,από τον οποίο διαπιστώνεται ότι ο ερωτώµενος 20 συνδέεται 

περισσότερο µε τις µεταβλητές ∆5, ∆8 και ∆9 µε µεγαλύτερη ένταση όµως µε την ∆5 

(Z∆5=7,1634), ενώ ο ερωτώµενος 315 φαίνεται να συνδέεται µε τρεις µεταβλητές τις ∆5, ∆6 

και ∆7 µε µεγαλύτερη ένταση όµως µε την ∆6 (Z∆6=7,9739).  

Πίνακας 6: Παρουσιάζει την σύνδεση µεταξύ ερωτώµενων και µεταβλητών 

 
 

Βέβαια µε την διαδικασία αυτή υπάρχουν και πολλοί ερωτώµενοι που δεν συνδέονται 

ιδιαίτερα µε καµία µεταβλητή, όπως λ.χ ο ερωτώµενος 11, επειδή η τιµή της z κατανοµής 

περιέχεται µεταξύ των τιµών -1,645<z<1,645, δηλαδή οφείλεται σε τυχαίους παράγοντες, 

αφού ισχύει η Η0.    

Από τον πίνακα 6, λοιπόν,  όπως προαναφέρθηκε θεωρούµε ότι η µεγαλύτερη τιµή του z 

που αντιστοιχεί σε κάποια µεταβλητή από την σειρά των έξι τιµών, προσδιορίζει την σύνδεσή 

του ερωτώµενου µε την συγκεκριµένη µεταβλητή. 

Χρησιµοποιώντας ως εναλλακτική προσέγγιση του προβλήµατος της σύνδεσης των 

ερωτωµένων µε τις µεταβλητές, σκόπιµο είναι να εφαρµοστεί στα δεδοµένα  του πίνακα 4 η 

Παραγοντική Ανάλυση των Αντιστοιχιών (-Π.Α.Α-) και στη συνέχεια βάσει των 

συντεταγµένων των ερωτωµένων και των µεταβλητών στους p-1 παραγοντικούς άξονες, να 

προσδιοριστεί µε την χρήση της Ευκλείδειας µετρικής, ποιος ερωτώµενος συνδέεται κυρίως 

µε ποια µεταβλητή.  

Η εξαγωγή των αποτελεσµάτων µε την χρήση της Π.Α.Α προϋποθέτει σε κάθε περίπτωση 

να ληφθεί υπόψη η ερµηνευτική ικανότητα των παραγοντικών αξόνων.      

Προς τούτο υπάρχουν τρεις περιπτώσεις ερµηνείας, ανάλογα µε την ερµηνευτική 

ικανότητα των παραγοντικών αξόνων. ∆ηλαδή να χρησιµοποιηθούν δύο παραγοντικοί άξονες 

ή τρεις ή να χρησιµοποιηθούν όλοι οι παραγοντικοί άξονες που προσδιορίζονται από το 

σύνολο των µεταβλητών  
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1. Με δύο παραγοντικούς άξονες.  

Αναλύοντας τα δεδοµένα του πίνακα 4 µε την Παραγοντική Ανάλυση των Αντιστοιχιών, 

προκύπτουν τα εξής: 

 
Α) Προβολή χαρακτηριστικών ριζών 

Πίνακας 7: Ιστόγραµµα χαρακτηριστικών ριζών 

 
   

Από τον πίνακα 7 προκύπτει ότι µε τους δύο πρώτους παραγοντικούς άξονες αντλείται το 

63,93% της συνολικής πληροφόρησης που προέρχεται από τα δεδοµένα του πίνακα 4.  

Πίνακας 8: Συντεταγµένες των ερωτώµενων και των µεταβλητών για το σύνολο των 

παραγοντικών αξόνων 

Συντεταγµένες των ερωτώµενων Συντεταγµένες των µεταβλητών 

  

Στη συνέχεια παρατηρούµε το παραγοντικό επίπεδο 1x2 

 

 
σχήµα 3: Παραγοντικό επίπεδο 1x2 των µεταβλητών 

 

     Με βάση τους δύο πρώτους παραγοντικούς άξονες το επίπεδο 1x2 χωρίζεται σε 

τέσσερις υποχώρους. Στον 1ο υποχώρο τοποθετούνται τα σηµεία τα οποία έχουν και τις δύο 

συντεταγµένες θετικές. Με την ίδια διαδικασία ανάλογα µε τα πρόσηµα των συντεταγµένων 

των σηµείων τοποθετούνται στον 2ο, στον 3ο, είτε στον 4ο υποχώρο. 
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Έτσι στον 1ο υποχώρο βρίσκονται οι µεταβλητές ∆6 και ∆8, στον 2ο δεν βρίσκεται καµία 

µεταβλητή, στον 3ο υποχώρο βρίσκονται οι µεταβλητές ∆4,∆7 και ∆9, ενώ στον 4ο υποχώρο 

βρίσκεται η µεταβλητή ∆5.  

Πάνω στο παραγοντικό επίπεδο 1x2 τοποθετούνται και τα προφίλ των 99 ερωτώµενων, 

ανάλογα µε τα πρόσηµα των συντεταγµένων τους, όπου µία οµάδα «υποκειµένων» στο 2ο 

υποχώρο είναι «ορφανή» από µεταβλητή. (Η επιλογή των σηµείων έγινε βάσει των κριτηρίων 

COR και CTR) 

 
σχήµα 4: Παραγοντικό επίπεδο 1x2 των «αντικειµένων» και των  µεταβλητών 

 Επειδή οι δύο πρώτοι παραγοντικοί άξονες δηµιουργούν ένα ορθογώνιο σύστηµα 

συντεταγµένων, για να µετρηθεί µία απόσταση µεταξύ µιας µεταβλητής και ενός 

«υποκειµένου» χρησιµοποιείται η Ευκλείδεια µετρική µεταξύ δύο σηµείων κάνοντας χρήση 

των συντεταγµένων τους πάνω στους δύο άξονες. Με την χρήση του λογισµικού MAD 

υπολογίζεται η µικρότερη απόσταση κάθε «υποκειµένου» µεταξύ των έξι µεταβλητών, οπότε 

προκύπτει το παρακάτω αποτέλεσµα. 

Πίνακας 9: Σύνδεση µεταξύ «υποκειµένων» και µεταβλητών βάσει δύο παραγόντων 
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  Από τον πίνακα 9 διαπιστώνεται ότι 7 ερωτώµενοι {122,238,420,630,635,820 και 1085} 

συνδέονται µε την µεταβλητή ∆5, καθόσον βρίσκονται στη µικρότερη απόσταση, από τις 

υπόλοιπες πέντε µεταβλητές, ενώ µε την µεταβλητή ∆4 συνδέονται 8 ερωτώµενοι. 

 

2) Με τρεις παραγοντικούς άξονες     

 

Εφόσον χρησιµοποιηθούν οι τρεις πρώτοι παραγοντικοί  άξονες και µε δεδοµένο ότι 

αποτελούν στον χώρο των τριών διαστάσεων ένα τρισορθογώνιο σύστηµα συντεταγµένων, 

τότε δηµιουργούνται οκτώ υποχώροι, στους οποίους ανάλογα µε τα πρόσηµα των 

συντεταγµένων των σηµείων τοποθετούνται σ’ έναν απ’ αυτούς. 

 Συνεπώς αν συµβολίσουµε τα σηµεία που βρίσκονται στο 1ο ,2ο ,3ο  και 4ο υποχώρο µε το 

σύµβολο ↑ δίπλα από την ταυτότητα του σηµείου, ενώ για τα σηµεία στον 5ο, 6ο, 7ο και 8ο 

υποχώρο θέσουµε το σύµβολο ↓ ,έχουµε για πρώτη φορά στη παγκόσµια βιβλιογραφία, µια 

απεικόνιση του τριδιάστατου χώρου στο επίπεδο, (χωρίς να χρησιµοποιείται η  µέθοδος της 

προοπτικής), οπότε τα διαγράµµατα αυτά στο εξής θα αναφέρονται ως διαγράµµατα 

Καραπιστόλη. 

 Εφαρµόζοντας την συγκεκριµένη διαδικασία.  προκύπτουν αφ’ ενός ο πίνακας 10 µε την 

τοποθέτηση των µεταβλητών στους 8 υποχώρους, αφετέρου ο πίνακας 11 µε την τοποθέτηση 

των 99 ερωτώµενων στους αντίστοιχους υποχώρους, καθώς και το αντίστοιχο διάγραµµα 

Καραπιστόλη. 

Πίνακας 10: Οι οκτώ υποχώροι µε τις µεταβλητές που εντοπίζονται σ’ αυτούς 

 
Πίνακας 11: Οι οκτώ υποχώροι µε τους ερωτώµενους που εντοπίζονται σ’ αυτούς 
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                      σχήµα 5: Παραγοντικός χώρος 1x2x3 των µεταβλητών 

 Από το διάγραµµα Καραπιστόλη διαπιστώνεται ότι οι µεταβλητές ∆4 και ∆7, καθώς και 

οι µεταβλητές ∆6 και ∆8 στον τριδιάστατο χώρο βρίσκονται σε διαφορετικούς υποχώρους, µε 

ότι αυτό µπορεί να σηµαίνει για την ερµηνεία τους σε ποσοστό 80,11%, έναντι της ερµηνείας 

τους σε ποσοστό 63,93% που παρέχει το παραγοντικό επίπεδο 1x2. 

  Από τον πίνακα 11 προκύπτει µε βάση τα πρόσηµα των τριών συντεταγµένων των 

σηµείων, ότι µε την τοποθέτησή τους στους οκτώ υποχώρους, η µεταβλητή ∆5 και οι 9 

ερωτώµενοι που ανήκουν στον 4ο υποχώρο όφειλαν µε την χρήση των τριών παραγόντων να 

συνδέονται µεταξύ τους. Υπολογίζοντας όµως τις ελάχιστες αποστάσεις µεταξύ των 

ερωτώµενων και των µεταβλητών προκύπτει ο πίνακας 12, ο οποίος πληροφορεί ότι γενικώς 

µόνο 4 ερωτώµενοι (οι 122,630,635 και 1085) συνδέονται µε την µεταβλητή ∆5.  

     Το ενδιαφέρον είναι ότι από τους εννέα ερωτώµενους που ανήκουν στο 4ο υποχώρο 

µαζί µε την µεταβλητή ∆5 (πίνακας 11), µόνο δύο εξ’ αυτών ο 630 και ο 635 συνδέονται 

πράγµατι µε την µεταβλητή ∆5, επειδή βρίσκονται σε µικρότερη απόσταση, ενώ οι άλλοι 7 

συνδέονται µε άλλες µεταβλητές όπως λ.χ ο ερωτώµενος 116 συνδέεται µε την µεταβλητή ∆9 

που βρίσκεται στον 7ο υποχώρο, λόγω µικρότερης απόστασης από εκείνη που έχει µε την 

µεταβλητή ∆5.   

 

 

Πίνακας 12: Σύνδεση των ερωτώµενων µε τις µεταβλητές βάσει τριών παραγόντων 



 33 

   Αυτή η διαφορετική σύνδεση των ερωτώµενων µε την µεταβλητή ∆5, οφείλεται σε 

ποσοστό 16,19% της πληροφορίας που παρέχει ο 3ος παραγοντικός άξονας. 

 

3.Με το σύνολο των παραγοντικών αξόνων 

 

Χρησιµοποιώντας το σύνολο των πέντε παραγοντικών αξόνων δηµιουργείται µία 

ορθοκανονική βάση στον R5, όπου τοποθετούνται όλες οι µεταβλητές και όλοι οι ερωτώµενοι 

στις πραγµατικές τους θέσεις, απ’ όπου αντλείται το σύνολο της πληροφόρησης που παρέχει 

ο πίνακας δεδοµένων.  

Η σύνδεση των ερωτώµενων µε βάση τη ελάχιστη απόσταση µεταξύ µεταβλητών και 

«υποκειµένων» χρησιµοποιώντας όλες τις συντεταγµένες παρουσιάζεται στον πίνακα 13, σε 

αντιδιαστολή µε τις συνδέσεις τους χρησιµοποιώντας την z κατανοµή.  

Από τον πίνακα 13 προκύπτει ότι 7 ερωτώµενοι {122,238,420,630,635,820,1085} 

συνδέονται µε την µεταβλητή ∆5, (όπως και στη περίπτωση των δύο παραγόντων), ενώ όσον 

αφορά τους ερωτώµενους που συνδέονται µε την µεταβλητή ∆4 διαπιστώνουµε ότι 

αυξάνοντας το ποσοστό πληροφόρησης από 63,11% στο 100%, διαφοροποιείται το πλήθος 

και οι ερωτώµενοι που συνδέονται µε την µεταβλητή, παρατήρηση η οποία ισχύει και για 

κάποιες από τις υπόλοιπες µεταβλητές. 

Έτσι µε την µεταβλητή ∆4 µε τους δύο πρώτους παράγοντες συνδέονται 8 ερωτώµενοι, µε 

τους τρεις παράγοντες συνδέονται 15 και µε όλους τους παράγοντες συνδέονται 16. 

Αξιοσηµείωτο είναι ότι κανείς από τους 8 ερωτώµενους που φαίνεται να συνδέονται µε την 

µεταβλητή ∆4,βάσει των δύο παραγόντων δεν φαίνεται να συνδέονται µε τους 15 

ερωτώµενους, όταν γίνεται χρήση των τριών παραγόντων, ενώ όταν γίνεται χρήση του 

συνόλου των παραγόντων µόνο 10 από τους 15 συνεχίζουν να συνδέονται µε την µεταβλητή 

∆4. 

Αυτή η διαφοροποίηση στο πλήθος και στο ποιοι ερωτώµενοι συνδέονται µε κάθε 

µεταβλητή, ανάλογα µε το πλήθος των παραγόντων που λαµβάνονται υπόψη, σηµαίνει ότι η 

µόνη ορθή διαδικασία εντοπισµού της σύνδεσης των ερωτώµενων µε τις µεταβλητές ενός 

πίνακα δεδοµένων, είναι να χρησιµοποιούνται όλοι οι παράγοντες που εξάγονται από την 

Παραγοντική Ανάλυση των Αντιστοιχιών, αφού σε αυτή την περίπτωση δηµιουργείται ένας 

ν-διάστατος ορθοκανονικός χώρος, ο οποίος απεικονίζει την πραγµατική εικόνα των σχέσεων 

µεταξύ των σηµείων που απεικονίζουν τους ερωτώµενους και των σηµείων που απεικονίζουν 

τις µεταβλητές, προσφέροντας το 100% της πληροφορίας ανεξάρτητα από την συµµετοχή 

κάθε «υποκειµένου» στη διαµόρφωση των παραγοντικών αξόνων. 

H σύνδεση των υποκειµένων µε τις µεταβλητές βάσει της Ευκλείδειας µετρικής και της 

µέγιστης τιµής της z κατανοµής  παρουσιάζονται στον παρακάτω πίνακα.  

Στόχος της εργασίας τελικά είναι να αποδειχθεί η πιο αποτελεσµατική λύση εντοπισµού 

της σύνδεσης µεταξύ µεταβλητών και υποκειµένων, έχοντας χρησιµοποιήσει την z κατανοµή 

και  την Ευκλείδεια µετρική. Ο στόχος αυτός µπορεί να υλοποιηθεί εφόσον εκπαιδευτούν τα 

δεδοµένα που απορρέουν από τον πίνακα 13 χρησιµοποιώντας ταξινοµητές µηχανικής 

µάθησης και ειδικότερα  την  µηχανή µάθησης SVM  
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Πίνακας 13: Σύνδεση υποκειµένων και µεταβλητών µε τις δύο διαφορετικές διαδικασίες  
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Γενικά περί εκπαίδευσης δεδοµένων µε ταξινοµητές µηχανικής µάθησης 

Η µηχανική µάθηση (machine learning) είναι µια περιοχή της τεχνικής νοηµοσύνης  η 

οποία αφορά αλγορίθµους και µεθόδους που επιτρέπουν στους υπολογιστές  να «µαθαίνουν». 

Στόχος της Μηχανικής µάθησης είναι µε την χρήση ενός υπολογιστικού συστήµατος, η 

δηµιουργία µοντέλων χρησιµοποιώντας ένα σύνολο δεδοµένων. 

Έχουν αναπτυχθεί πολλές τεχνικές µηχανικής µάθησης που χρησιµοποιούνται ανάλογα µε 

τη φύση του προβλήµατος και εµπίπτουν σε ένα από τα παρακάτω δυο είδη: 

1.Μάθηση µε επίβλεψη (supervised learning) 

2.Μάθηση χωρίς επίβλεψη (unsupervised learning 

Στη µάθηση µε επίβλεψη το σύστηµα καλείται να «µάθει» µια έννοια ή συνάρτηση από 

ένα σύνολο δεδοµένων, η οποία αποτελεί περιγραφή ενός µοντέλου. 

Στη µάθηση χωρίς επίβλεψη το σύστηµα πρέπει µόνο του να ανακαλύψει συσχετίσεις ή 

οµάδες σε ένα σύνολο δεδοµένων, δηµιουργώντας πρότυπα, χωρίς να είναι γνωστό αν 

υπάρχουν, πόσα και ποια είναι. 

 Στη παρούσα εργασία θα χρησιµοποιηθεί η µάθηση µε επίβλεψη, όπου το σύστηµα 

πρέπει να «µάθει» επαγωγικά µια συνάρτηση που ονοµάζεται συνάρτηση στόχος (target 

function) και αποτελεί έκφραση του µοντέλου που περιγράφει τα δεδοµένα.      

 Η συνάρτηση στόχος χρησιµοποιείται για την πρόβλεψη της τιµής µίας µεταβλητής, που 

ονοµάζεται µεταβλητή εξόδου, βάσει των τιµών ενός συνόλου µεταβλητών, που 

ονοµάζονται µεταβλητές εισόδου ή χαρακτηριστικά 

 Στην µάθηση µε επίβλεψη διακρίνονται δυο είδη προβληµάτων (learning tasks), τα 

προβλήµατα ταξινόµησης και τα προβλήµατα παρεµβολής.  
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 Η ταξινόµηση (classification) αφορά στη δηµιουργία µµοντέλων πρόβλεψης διακριτών 

τάξεων (κλάσεων/κατηγοριών). 

 Η παρεµβολή (regression) αφορά στη δηµιουργία µµοντέλων πρόβλεψης αριθµητικών 

τιµών. 

Μηχανές ∆ιανυσµάτων Υποστήριξης (Μ∆Υ). Support Vector Machines (SVM) 

Οι Μηχανές ∆ιανυσµάτων Υποστήριξης (Μ∆Υ) χαρακτηρίζονται ως µµηχανές 

µµάθησης και στηρίζονται στη Θεωρία Στατιστικής Μάθησης (Statistical Learning Theory) 

και στα νευρωνικά δίκτυα τύπου Perceptron. Προτάθηκαν από τον Vladimir Vapnik. 

Στην περίπτωση της ταξινόµησης, οι Μ∆Υ προσπαθούν να βρουν µια υπέρ-επιφάνεια 

(hypersurface) που να διαχωρίζει στο χώρο των παραδειγµάτων τα αρνητικά από τα θετικά 

παραδείγµατα.  

Τα Μ∆Υ χαρακτηρίζονται  από τα ακόλουθα στάδια:  

  1 Εκπαίδευση: Στη φάση αυτή γίνονται οι υπολογισµοί των παραµέτρων του µµοντέλου 

µµάθησης µε χρήση κατάλληλου συνόλου δεδοµένων µµάθησης.  

  2 ∆οκιµή : Το µµοντέλο παραµέτρων (support vectors) που υπολογίστηκε δοκιµάζεται 

για τη δυνατότητα επιτυχηµένης εκτίµησης αποτελέσµατος σε ένα σετ δεδοµένων που δεν 

έχει εκπαιδευθεί. 

  3 Εκτίµηση επίδοσης: Υπολογίζονται κατάλληλοι δείκτες επίδοσης του µοντέλου, 

κυρίως του ποσοστού σφάλµατος, µε στόχο την διερεύνηση της δυνατότητας γενίκευσης του 

µµοντέλου. 

 Οι Μηχανές ∆ιανυσµάτων Υποστήριξης (SVM, Support Vector Machines) ανήκουν 

στους αλγόριθµους Επιβλεπόµενης Μηχανικής Μάθησης µε αξιοσηµείωτη επιτυχία σε 

προβλήµατα κατάταξης. Όπως και οι περισσότεροι αλγόριθµοι µηχανικής µάθησης, 

παριστάνουν τα προς κατάταξη αντικείµενα ως διανύσµατα ιδιοτήτων.     

 Στην περίπτωσή µας, τα προς κατάταξη αντικείµενα είναι ερωτώµενοι και οι ιδιότητες 

παρέχουν πληροφορίες όπως αν ο προς κατάταξη ερωτώµενος συνδέεται µε την   Α ή Β 

µεταβλητή. 

   Προκειµένου να χρησιµοποιηθούν οι Μ∆Υ σε προβλήµατα ταξινόµησης µε 

περισσότερες από δύο τάξεις έχουν προταθεί δύο κατηγορίες προσεγγίσεων 

- Άµεσες: Εύρεση των διαχωριζόντων υπέρ-επιπέδων σε ένα βήµα (Vapnik (1998), 

Crammer and Singer (2000)) 

- Έµµεσες: Συνδυασµός των αποτελεσµάτων ενός συνόλου δυαδικών Μ∆Υ: ένας-

εναντίον-ενός, ένας-εναντίον-όλων (Vapnik (1998))   

 Οι έµµεσες προσεγγίσεις είναι απλούστερες και υλοποιούνται ευκολότερα, πάντως καµία 

από τις προσεγγίσεις δεν επιστρέφει πιθανότητες.  

Εφαρµογή της µηχανής µάθησης SVM 

Για την εφαρµογή της προτεινόµενης σύγκρισης χρησιµοποιούνται εκ νέου οι έξι 

ποιοτικές µεταβλητές ∆4 έως ∆9 οι τιµές των οποίων αφορούν στις απαντήσεις που δόθηκαν 

από τους 99 ξένους επισκέπτες της Θεσσαλονίκης.  

Ο πίνακας 14 παρουσιάζει την σύνδεση των αντικειµένων µε τις αντίστοιχες µεταβλητές, 

αφενός βάσει της ελάχιστης απόστασης χρησιµοποιώντας την Ευκλείδεια µετρική, αφετέρου 

µε την µέγιστη τιµή της z κατανοµής.     
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Πίνακας 14: Σύνδεση των 99 αντικειµένων και των 6 µεταβλητών βάσει της Ευκλείδειας 

µετρικής και της µέγιστης τιµής της z κατανοµής  

 

Σηµείωση 1:Οι τιµές των µεταβλητών ΜΕΤ1 και ΜΕΤ2 από 1 έως 6 αντιστοιχούν στις 
µεταβλητές ∆4 έως ∆9. Η σύµπτωση τιµών µεταξύ ΜΕΤ1 και ΜΕΤ2 ανέρχεται στο 49,5% 

Εκπαίδευση των δεδοµένων µε την Μηχανή ∆ιανυσµάτων Υποστήριξης Μ∆Υ 

 
Εκπαιδεύοντας τα δεδοµένα του πίνακα 13 µε την χρήση της Μηχανής ∆ιανυσµάτων 

Υποστήριξης (Μ∆Υ, Support Vector Machines) διαπιστώνεται ότι η διαδικασία σύνδεσης 

αντικειµένων και µεταβλητών µε την Ευκλείδεια µετρική υπερέχει από την αντίστοιχη µε την 

z κατανοµή. Αυτή η διαπίστωση προκύπτει  επειδή το ποσοστό επίδοσης στην εκµάθηση των 

δεδοµένων του πίνακα 13, που αφορά στη σύνδεση των αντικειµένων µε την Ευκλείδεια 

µετρική είναι υψηλότερο (78,89% πίνακας 16) από εκείνο που προκύπτει µε την κατανοµή z 

(71,11% Πίνακας 15).      

Επί πλέον µε την Ευκλείδειο µετρική στις 20 επαναλήψεις εκµάθησης των δεδοµένων τα 

ποσοστά πάνω από την µέση τιµή είναι κατά πολύ υψηλότερα (7 στις 20 επαναλήψεις πάνω 

από 80% µε µέγιστη τιµή 100% και κατώτερη 61,11%) από τα αντίστοιχα ποσοστά µε την z 

κατανοµή που παρουσιάζουν µέγιστη τιµή µόλις στο 88,89% και κατώτερη 44,44%. 

 

Η νέα διαδικασία ταξινόµησης  των γραµµών ενός πίνακα δεδοµένων. Μέθοδος KARAP  

   Η προτεινόµενη διαδικασία ταξινόµησης απαντά στον προβληµατισµό που υφίσταται σε 

κάθε Ανιούσα Ιεραρχική Ταξινόµηση µε τη µέθοδο VACOR, ότι δηλαδή δεν εντοπίζονται µε 

ακρίβεια τα  αντικείµενα που συνδέονται µε τις µεταβλητές των κλάσεων. 

    Για τον λόγο αυτό η προτεινόµενη νέα διαδικασία ταξινόµησης των n αντικειµένων 

ενός πίνακα δεδοµένων T(n,p), επιτυγχάνει στο βαθµό που επιθυµεί ο ερευνητής, την 
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οµοιογένεια  των αντικειµένων ως προς την αποκλειστική σύνδεσή τους µε κάθε µία 

µεταβλητή ή αν επιθυµεί ως προς ένα συνδυασµό µεταβλητών. Ο αλγόριθµος της 

προτεινόµενης ταξινόµησης  µε την ονοµασία KARAP, ο οποίος υλοποιείται µε το 

πρόγραµµα MAD είναι ο εξής: 

1. ∆ηµιουργείται ο λογικός πίνακας 0-1 ο προερχόµενος από τον πίνακα δεδοµένων 

T(n,p), είτε χρησιµοποιώντας διαβαθµίσεις των µεταβλητών, είτε κλίµακες Likert.   

2. Η αρίθµηση κάθε αντικειµένου αντιστοιχεί από το 1 έως το n. 

3. Ο λογικός πίνακας 0-1 αναλύεται µε την -Π.Α.Α- για την εξαγωγή των 

συντεταγµένων των µεταβλητών και των αντικειµένων στους  παραγοντικούς άξονες  

4. Χρησιµοποιώντας τις συντεταγµένες Fa και Ga εντοπίζεται µε βάση την Ευκλείδεια 

µετρική η σύνδεση κάθε αντικειµένου µε κάθε µεταβλητή.  

       Εάν επιθυµεί ο ερευνητής ταξινόµηση των αντικειµένων ως προς ένα συνδυασµό 

µεταβλητών, λόγω του µεγάλου πλήθους των, συνεχίζει µε τα παρακάτω βήµατα.     

5. ∆ηµιουργείται ο πίνακας Burt που αντιστοιχεί στον λογικό πίνακα  0-1 

6. Εφαρµόζεται η Ανιούσα Ιεραρχική Ταξινόµηση µε την µέθοδο VACOR στα 

δεδοµένα του πίνακα Burt 

7. Βάσει της τυπολογίας της ιεραρχίας, η οποία προκύπτει από την τοµή του 

δενδρογράµµατος σε k συστάδες, κατατάσσονται τα αντικείµενα ανάλογα µε τις µεταβλητές 

µε τις οποίες συνδέονται, σύµφωνα µε το βήµα 3. 

      Εφαρµόζοντας την προτεινόµενη ταξινόµηση µε βάση τα βήµατα 1 έως 3 στα 84 

δεδοµένα του πίνακα 4 (δεν ελήφθησαν σκόπιµα υπόψη όσοι επισκέπτες δεν απάντησαν σε 

κάποιο κριτήριο), προέκυψαν τα ακόλουθα αποτελέσµατα. 

Πίνακας 17: Ταξινόµηση των 84 ερωτώµενων βάσει της µεθόδου karap 

 
    

 Από τον πίνακα 17 προκύπτει µε σαφήνεια η αντίληψη που έχουν οι 84 ερωτηθέντες της 

συγκεκριµένης κλάσης σχετικά µε την εικόνα της Θεσσαλονίκης, ως προς τα έξι κριτήρια 

που χρησιµοποιήθηκαν στην έρευνα. Π.χ δεν τους άρεσε ή ήταν αδιάφοροι για την Ελληνική 

κουζίνα (∆51,∆52  και ∆53 ποσοστό 13/84=15,48%), ενώ υπερθεµάτιζαν για την φιλικότητα 

των ντόπιων (∆94 και ∆95 21/84=25%), όπως επίσης ήταν τελείως αρνητική για την νυκτερινή 

ζωή της πόλης σε ποσοστό 17,86% 
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Συµπέρασµα 

1. Με τα διαγράµµατα Καραπιστόλη απεικονίζεται παραστατικά ο τριδιάστατος υποχώρος 

στο επίπεδο, ώστε ο ερευνητής να µην χρειάζεται να πραγµατοποιήσει ταξινόµηση , ώστε να 

µην συγχέει γειτονικά σηµεία τα οποία ανήκουν σε διαφορετικούς υποχώρους του R3   

2. Με την µηχανή µάθησης SVM αξιολογείται αντικειµενικά κάθε µορφή ταξινόµησης µε 

οποιαδήποτε µετρική και αν δηµιουργήθηκε, βοηθώντας τον ερευνητή στη σύγκριση των 

αποτελεσµάτων µεταξύ δύο διαφορετικών µεθόδων ταξινόµησης, αλλά και στην διαπίστωση 

της οµοιογένειας των κλάσεων κάθε ταξινόµησης.  

3. Κρίνεται σκόπιµο, όταν πρόκειται να ερευνηθεί η σύνδεση των αντικειµένων µε 

συγκεκριµένες µεταβλητές, αφενός να χρησιµοποιηθεί το σύνολο των παραγόντων που 

προκύπτουν µετά την Παραγοντική Ανάλυση των Αντιστοιχιών, αφετέρου να χρησιµοποιηθεί 

η προτεινόµενη διαδικασία ταξινόµησης µε την ονοµασία KARAP, αφού ο ερευνητής 

εντοπίζει την µοναδικότητα της σύνδεσης των αντικειµένων εντός των κλάσεων µε κάθε 

διαβάθµιση των µεταβλητών, ερµηνεύοντας µε ευκολότερο τρόπο την συµπεριφορά του 

συνόλου των αντικειµένων.  

4.Η µέθοδος KARAP εξασφαλίζει στον ερευνητή συµπαγείς κλάσεις, ως προς την 

µοναδικότητα της συµπεριφοράς των αντικειµένων κάθε συστάδας µεταβλητών, αφού 

περιλαµβάνει µόνο αντικείµενα των οποίων το προφίλ συνδέεται µε συγκεκριµένες 

µεταβλητές της κάθε συστάδας. 

    

    Στη συνέχεια θα παρουσιαστεί µία ΝΕΑ µέθοδος ταξινόµησης µε την ονοµασία BENKAR, 

η οποία αξιολογεί τα αποτελέσµατα κυρίως της Ανιούσας Ιεραρχικής Ταξινόµησης µε την 

µέθοδο FACOR, βασική µέθοδο ταξινόµησης της Γαλλικής Σχολής. 

 

ΑΞΙΟΛΟΓΗΣΗ ΤΗΣ ΑΝΙΟΥΣΑΣ ΙΕΡΑΡΧΙΚΗΣ ΤΑΞΙΝΟΜΗΣΗΣ  

ΜΕΘΟ∆ΟΣ BENKAR 

Περίληψη  

Με αυτή την εργασία προτείνεται µια πρωτότυπη µέθοδος αξιολόγησης  της Ανιούσας 

Ιεραρχικής Ταξινόµησης η οποία δηµιουργείται µετά από ανάλυση ενός πίνακα δεδοµένων 

T(n,p) µε την Παραγοντική Ανάλυση των Αντιστοιχιών, χρησιµοποιώντας την διαδικασία 

FACOR και  τον αλγόριθµο Ward. 

Η δηµιουργία µιας ανιούσας ιεραρχικής ταξινόµησης εστιάζει στον εντοπισµό, πάνω στον 

κάθε παραγοντικό άξονα χωριστά, της µικρότερης απόστασης κάθε κέντρου νέας κλάσης που 

πρόκειται να συνενωθεί, από τα κέντρα των κλάσεων που ήδη έχουν δηµιουργηθεί, αφού 

προηγουµένως κάθε κέντρο κλάσης έχει σταθµιστεί ανάλογα µε  τo βάρος των 

«αντικειµένων» που περιλαµβάνει η κάθε κλάση.     

Όταν όµως σε µία κλάση περιλαµβάνονται «αντικείµενα» µε ακραίες τιµές, τότε η 

οµοιογένεια της κλάσης το οποίο είναι ζητούµενο σε κάθε ταξινόµηση, λόγω της στάθµισης 

παραµορφώνεται σχετικά µε τις τιµές των «αντικειµένων» που περιλαµβάνει, γι’ αυτό 

κρίνεται σκόπιµο να αξιολογηθεί η συνολική οµοιογένεια των κλάσεων ως προς ένα 

καθορισµένο πλήθος κλάσεων της ιεραρχίας. 

Γενικά 

Μία ανιούσα ιεραρχική ταξινόµηση των «αντικειµένων» ενός συνόλου Ι µε πληθάριθµο 
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card(Ι)=n, είναι µία διαδικασία που παράγει µια ακολουθία διαµελισµών του αρχικού 

συνόλου σε υποσύνολα µη κενά και ξένα ανά δύο µεταξύ τους, τις λεγόµενες κλάσεις, τη µία 

µέσα στην άλλη, συνενώνοντας κάθε φορά δύο µόνο κλάσεις οι οποίες βάσει κάποιας 

µετρικής  παρουσιάζουν σε κάθε βήµα οµαδοποίησης την µικρότερη απόσταση.  

Απ’ ότι γίνεται αντιληπτό στόχος της ανιούσας ιεραρχικής ταξινόµησης είναι να 

οµαδοποιήσει το σύνολο των στατιστικών µονάδων ενός πληθυσµού σ' ένα περιορισµένο 

πλήθος οµοιογενών κλάσεων, ως προς την συµπεριφορά ορισµένων µεταβλητών, 

λαµβάνοντας υπόψη το σύνολο των µεταβλητών, ώστε κάθε µία να διαφέρει από τις άλλες, 

όσο το δυνατόν περισσότερο. 

Οι κλάσεις δηµιουργούνται βάσει ενός αντικειµενικού αλγορίθµου, πέρα από τις 

υποκειµενικές µεθόδους που µπορεί να αναπτύξει κάθε ερευνητής. Λέµε αντικειµενικό 

αλγόριθµο γιατί η οµαδοποίηση των στατιστικών µονάδων γίνεται χωρίς καµιά a priori 

υπόθεση στον αρχικό πίνακα δεδοµένων και βάσει µιας συγκεκριµένης µετρικής.  

Βέβαια ένας πίνακας λ.χ που περιέχει βαθµολογίες διαφόρων κριτηρίων µπορεί να 

περιλαµβάνει και ακραίες τιµές, οι οποίες υποχρεωτικά θα ληφθούν υπόψη στη διαδικασία 

ταξινόµησης των «αντικειµένων».  

Αποτέλεσµα αυτού το γεγονότος είναι οι τιµές των «αντικειµένων» στα διάφορα κριτήρια, 

που περιλαµβάνονται σε µια συγκεκριµένη κλάση, να είναι αρκετά διαφορετικές µεταξύ τους, 

κάτι που αναιρεί σε κάποιο βαθµό την οµοιογένεια των απαντήσεων της κλάσης. Ακριβώς 

αυτή την οµοιογένεια των κλάσεων µιας Ανιούσας Ιεραρχικής Ταξινόµησης επιδιώκει να 

αξιολογήσει η προτεινόµενη µέθοδος.   

 ∆ηµιουργία της Ανιούσας Ιεραρχικής Ταξινόµησης  

Έστω o πίνακας Τ(nxp) µε n γραµµές και p στήλες. Σε κάθε ταξινόµηση ανεξάρτητα µε 

ποια µετρική πραγµατοποιείται, δηµιουργούνται κλάσεις που κάθε µια περιέχει ένα 

συγκεκριµένο πλήθος «αντικειµένων», το οποίο παριστάνουν οι n γραµµές του πίνακα 

δεδοµένων. Έτσι λ.χ σ’ ένα ερωτηµατολόγιο έρευνας αγοράς σε κάθε γραµµή του πίνακα 

αντιστοιχούν οι απαντήσεις του κάθε ερωτηθέντα στο σύνολο των p ερωτηµάτων που του 

ετέθησαν. 

Ως γνωστόν σε µία ταξινόµηση µε την µέθοδο FACOR, χρησιµοποιείται ο αλγόριθµος του 

Ward, όταν λοιπόν περνάµε από ένα διαµελισµό µε λ+1 κλάσεις σ' ένα άλλο διαµελισµό που 

έχει λ κλάσεις, συγχωνεύοντας δύο κλάσεις σε µία µε κριτήριο την µείωση της διαταξικής 

αδράνειας σύµφωνα µε το θεώρηµα του Huggens. Επί πλέον θεωρούµε ότι όλα τα στοιχεία 

συγκεντρώνονται στο κέντρο βάρους της κλάσης, το οποίο σταθµίζεται µε το βάρος των 

στοιχείων της k κλάσης,  το οποίο αποτελεί το βαρύκεντρο της κλάσης                           

Η συνένωση δύο παρατηρήσεων ή δύο κλάσεων σε µία κλάση δηµιουργεί αυτό που 

ονοµάζουµε κόµβο της ιεραρχίας. Ο κάθε κόµβος της ιεραρχίας συµβολίζει το κέντρο βάρους 

των «αντικειµένων» που συµµετέχουν σ’ αυτόν, η δε περιγραφή της ταξινόµησης γίνεται µε 

το δενδρόγραµµα, του οποίου οι κόµβοι συµβολίζουν τις υποδιαιρέσεις του πληθυσµού. 

Αν δεν ενδιαφερόµαστε για την συνολική ιεραρχία των n «αντικειµένων», αλλά µόνο για 

ένα περιορισµένο αριθµό k κλάσεων, δεν έχουµε παρά να πάρουµε µία «τοµή» του 

δενδρογράµµατος στο επίπεδο ε1, δηλαδή να "κόψουµε" το δενδρόγραµµα µε µία ευθεία 

γραµµή, στο σηµείο όπου οι κλάδοι που αποµένουν να ικανοποιούν τον αριθµό των k 

κλάσεων που επιθυµούµε να διατηρήσουµε. 
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Η µέθοδος BENKAR 

     Ως γνωστό µέχρι σήµερα  µέθοδοι αξιολόγησης µιας ταξινόµησης µπορούν να 

πραγµατοποιηθούν µε διαδικασίες που προβλέπουν είτε την χρήση των νευρωνικών δικτύων, 

είτε χρησιµοποιώντας ταξινοµητές µηχανικής µάθησης, οι οποίοι δεν αποδίδουν πιθανότητες 

αλλά µόνο εκτίµηση της επίδοσης µάθησης για το αποτέλεσµα που προκύπτει. 

     Με την προτεινόµενη µέθοδο, χρησιµοποιούνται εκτός από τις βασικές αρχές της 

Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών και των ιδιοτήτων του Ευκλείδειου 

διανυσµατικού χώρου Rn
, αποδίδεται η κατανοµή πιθανοτήτων των αντικειµένων να ανήκουν 

σε συγκεκριµένες κλάσεις της ιεραρχίας.. 

Ειδικότερα οι k κόµβοι (δηλαδή τα k κέντρα των κλάσεων) µιας συγκεκριµένης 

τυπολογίας της ιεραρχίας, δηµιουργούνται αφού πρώτα αθροίσουµε για κάθε στήλη τις τιµές 

των γραµµών του πίνακα Τ(n,p) που ανήκουν σε κάθε κλάση και στη συνέχεια τις k κλάσεις 

τις θεωρήσουµε ως νέες γραµµές, δηµιουργώντας ένα επαυξηµένο πίνακα Τ(n+k,p) τον οποίο 

αναλύουµε µε την Παραγοντική Ανάλυση των Αντιστοιχιών, οπότε υπολογίζουµε τις 

συντεταγµένες τους πάνω στους p-1 παραγοντικούς άξονες. 

    Χρησιµοποιώντας τις συντεταγµένες του συνόλου των σηµείων του νέφος Ν(Ι) των 

γραµµών, του νέφους Ν(J) των στηλών και των k κόµβων της ταξινόµησης πάνω στους  p-1 

παραγοντικούς άξονες, που προκύπτουν από την ανάλυση του πίνακα Τ(n+k,p), 

δηµιουργείται µία ορθοκανονική βάση στον χώρο R(p-1), όπου τοποθετούνται οι p µεταβλητές, 

οι n στατιστικές µονάδες και τα κέντρα των k κλάσεων, στις πραγµατικές τους θέσεις, απ’ 

όπου αντλείται το σύνολο της πληροφόρησης που παρέχει ο πίνακας δεδοµένων.  

Ακολούθως µε την χρήση της Ευκλείδειας µετρικής µπορούµε να υπολογίσουµε τις 

αποστάσεις της κάθε στατιστικής µονάδας από τα k κέντρα των κλάσεων, όπως προτείνει και 

ο αλγόριθµος του Ward. Τις k αποστάσεις της κάθε στατιστικής µονάδας τις  µετατρέπουµε 

σε k πιθανότητες, όπου η πιο µικρή από τις k αποστάσεις, αντιστοιχεί στη µεγαλύτερη 

πιθανότητα που έχει η στατιστική µονάδα να είναι πλησίον του κέντρου της κλάσης µε την 

µικρότερη απόσταση, όπου a priori στη µικρότερη αυτή απόσταση δεν αντιστοιχεί πάντοτε η 

κλάση που προσδιόρισε η διαδικασία της ταξινόµησης βάσει του αλγορίθµου του Ward. 

 Τούτου διότι, όταν σε µία κλάση περιλαµβάνονται στατιστικές µονάδες µε ακραίες τιµές 

η οµοιογένεια της κλάσης αυτής, σχετικά µε τις τιµές των άλλων στατιστικών µονάδων που 

περιλαµβάνει αλλοιώνεται, καθόσον το κέντρο της κάθε κλάσης, όπως προαναφέρθηκε, 

σταθµίζεται µε το βάρος των στοιχείων της k κλάσης σε κάθε βήµα της δηµιουργίας ενός 

κόµβου της ιεραρχίας. 

  Γι’ αυτό κρίνεται σκόπιµο να αξιολογηθεί η ορθή τοποθέτηση των στατιστικών µονάδων 

ως προς ένα καθορισµένο πλήθος κλάσεων της ταξινόµησης χρησιµοποιώντας τις µέγιστες 

πιθανότητες που προκύπτουν από την µετατροπή των ελάχιστων αποστάσεων κάθε 

στατιστικής µονάδος από τα κέντρα των κλάσεων, βάσει της Ευκλείδειας µετρικής. 

Η µετατροπή, των p-1 αποστάσεων των n σηµείων-γραµµών από τα κέντρα των k 

κλάσεων σε αντίστοιχες πιθανότητες, προκύπτει από την σχέση: 
k

j 1

P(i, j) tdis(i, j) / tdis(i, j) για κάθε i n j k
=

= ∈ ∈∑
 

µε                              

                              [ ]2
tdis(i, j) 1 / dis(i, j) για κάθε i n j k= ∈ ∈

 

όπου dis(i, j) η απόσταση κάθε i n∈ από κάθε κέντρο κλάσης  j k∈  
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Ακολούθως σχηµατίζεται η κατανοµή των n µέγιστων πιθανοτήτων σε m ίσες τάξεις, απ’ 

όπου προκύπτει η ζητούµενη αξιολόγηση της αρχικής ταξινόµησης µε την µέθοδο FACOR.  

Μελετώντας την κατανοµή των µέγιστων πιθανοτήτων, αν η αθροιστική  συχνότητα (η 

οποία µετατρέπεται σε ποσοστό) των δύο τελευταίων τάξεων, που προσδιορίζει το πλήθος 

των στατιστικών µονάδων τα οποία κατατάχθηκαν µε τις δύο µεθόδους στις ίδιες κλάσεις 

είναι σχετικά µικρό και αν ακόµη το ποσοστό που προσδιορίζει το εύρος των  δύο τελευταίων 

τάξεων είναι αρκούντως ικανοποιητικό, η ταξινόµηση σε k οµοιογενείς κλάσεις θεωρείται ότι 

δεν είναι ικανοποιητική, επειδή η ασυµφωνία στην κατάταξη των αντικειµένων στις k 

κλάσεις υποδηλώνει ότι οι k κλάσεις περιέχουν ανοµοιογενείς στατιστικές µονάδες ως προς 

τις τιµές των p κριτηρίων.  

Αν βέβαια  το ποσοστό των αντικειµένων των δύο τελευταίων τάξεων είναι 

ικανοποιητικό, σε συνάρτηση µε το ποσοστό που προσδιορίζει το εύρος των δύο τελευταίων 

τάξεων της κατανοµής πιθανοτήτων, καθορίζουν την αξιολόγηση της Ανιούσας Ιεραρχικής 

Ταξινόµησης µε την µέθοδο FACOR.  

Εφαρµογή της µεθόδου BENKAR 

Για την εφαρµογή της προτεινόµενης µεθόδου θα χρησιµοποιηθεί ένα συγκεκριµένο 

ερωτηµατολόγιο ποιοτικών µεταβλητών (για την µέτρηση των οποίων χρησιµοποιήθηκε η 

5βάθµια κλίµα Likert, όπου το 5 αφορούσε την άριστη εντύπωση), στο οποίο απάντησαν 

1721 άτοµα. Ένα τµήµα του ερωτηµατολογίου αφορούσε έξι ερωτήσεις σχετικά µε το πώς 

βαθµολογούν οι ξένοι επισκέπτες α) τα αξιοθέατα της πόλης της Θεσσαλονίκης β) την 

Ελληνική κουζίνα γ) την νυχτερινή ζωή της πόλης δ) το αρχιτεκτονικό της στυλ ε) την 

ασφάλειά της και στ) την φιλικότητα των ντόπιων.  

Στα δεδοµένα που προέκυψαν εφαρµόστηκε η Ανιούσα Ιεραρχική Ταξινόµηση (-CAH-) 

µε την διαδικασία FACOR. Για την αξιολόγηση της ταξινόµησης και µε κριτήριο 

διαµελισµού το λr  προκρίθηκε η τοµή του δενδρογράµµατος σε πέντε κλάσεις. Τα στοιχεία 

αφορούν ξένους επισκέπτες της Θεσσαλονίκης και τα δεδοµένα περιέχονται στην έρευνα που 

διεξήχθη  στα πλαίσια του προγράµµατος ΑΡΧΙΜΗ∆ΗΣ ΙΙΙ µε τίτλο «Τεχνολογίες Ανάλυσης 

∆εδοµένων και ∆ιαχείρισης Γνώσης στο σχεδιασµό τουριστικών προϊόντων»   

Οι έξι µεταβλητές παρίστανται αντιστοίχως ως εξής : ∆4,∆5,∆6,∆7,∆8,∆9. Με δεδοµένη 

την ταξινόµηση των 1721 ατόµων µε την διαδικασία FACOR ο πίνακας 1 παρουσιάζει τις 

απαντήσεις τους και τις πέντε κλάσεις στις οποίες ανήκουν οι ερωτώµενοι.  

Πίνακας 1: Τιµές των έξι µεταβλητών και οι πέντε κλάσεις στις οποίες ανήκουν οι 

ερωτώµενοι µετά την ταξινόµηση µε την διαδικασία FACOR 

IND ∆4 ∆5 ∆6 ∆7 ∆8 ∆9 Class FACOR 

Ι1 4 4 0 4 5 5 3 

Ι2 5 4 5 5 4 5 4 

Ι3 3 4 3 1 2 3 2 

.       . 

1690 4 3 2 2 2 2 5 

‘       . 

1719 5 5 5 2 2 5 2 

1720 5 4 4 2 5 3 5 

1721 5 5 4 3 4 5 5 
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Ο πίνακας 2 παρουσιάζει τον επαυξηµένο πίνακα που δηµιουργείται στο βήµα 3. 

Πίνακας 2: Τµήµα του επαυξηµένου πίνακα Τ(n+k,p) 

IND ∆4 ∆5 ∆6 ∆7 ∆8 ∆9 

Ι1 4 4 0 4 5 5 

Ι2 5 4 5 5 4 5 

.       

I1690 4 3 2 2 2 2 

‘       

Ι1721 5 5 4 3 4 5 

K1 398 212 224 387 378 421 

K2 727 750 810 592 391 620 

K3 548 545 35 482 430 521 

K4 3679 3612 3192 3600 3403 3437 

K5 1580 1883 1907 1548 1788 1963 

    Ακολουθώντας τα βήµατα 4 και 5 δηµιουργείται,  ο πίνακας Τ3(n,2k) ο οποίος 

παρουσιάζει για κάθε σηµείο-γραµµή τις αποστάσεις Κi (i=1,…5) των σηµείων από τα 

κέντρα των πέντε κλάσεων και τις αντίστοιχες πιθανότητες Pi (i=1,…5) 

Πίνακας 3:Τµήµα του πίνακα αποστάσεων Κi των σηµείων-γραµµών µε τις αντίστοιχες 
πιθανότητες  

IND K1 P1 K2 P2 K3 P3 K4 P4 K5 P5 

Ι1 12,769 0,077 41,496 0,007 3,816 0,865 20,147 0,031 25,590 0,019 

Ι2 5,770 0,032 3,719 0,078 21,824 0,002 1,264 0,672 2,229 0,216 

Ι3 26,919 0,024 5,980 0,485 29,984 0,019 10,966 0,144 7,280 0,327 

. . . . . . . . . . . 
I1690 11,800 0,051 4,899 0,298 12,839 0,043 3,795 0,497 8,065 0,110 

‘ . . . . . . . . . . 
I1719 25,445 0,019 4,003 0,755 35,039 0,010 12,399 0,079 9,378 0,138 

Ι1720 9,281 0,003 5,912 0,006 21,472 0,001 1,164 0,162 0,514 0,829 

Ι1721 9,253 0,015 4,365 0,069 15,999 0,005 2,087 0,302 1,470 0,609 

Στη συνέχεια στο βήµα 6 προκύπτει ο πίνακας Τ4(n,3) ο οποίος παρουσιάζει για κάθε 

σηµείο-γραµµή στη 1η στήλη την ταξινόµησή του µε την διαδικασία FACOR,  στη 2η στήλη 

την νέα ταξινόµησή του µε την διαδικασία της ελάχιστης απόστασης και στη 3η στήλη την 

µέγιστη πιθανότητα να ανήκει στην κλάση που αντιστοιχεί στην ελάχιστη απόσταση.   

Πίνακας 4: Ταξινόµηση µε διαδικασία FACOR και την Ευκλείδεια µετρική στο χώρο R5 

IND FACOR DIS maxProb 

I1 3 3 0,8651 
I2 4 4 0,6717 
I3 2 2 0,4851 
. . . . 

I1690 5 4 0,497 

‘ . . . 

Ι1720 5 5 0,829 
Ι1721 5 5 0,6086 

Από το λογισµικό MAD δίδονται τα ακόλουθα αποτελέσµατα: 

                Τακτοποιήθηκαν στις Ι∆ΙΕΣ κλάσεις :1416 άτοµα  

                Τακτοποιήθηκαν σε ∆ΙΑΦΟΡΕΤΙΚΕΣ κλάσεις : 305 άτοµα 

                Ποσοστό καλής προσαρµογής : 82,28% 
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Συνεχίζοντας µε το βήµα 7 έχουµε τις τρεις κατανοµές σε πέντε κλάσεις που προήλθαν 

µετά από ταξινόµηση των 1721 ατόµων  

α) µε την Ανιούσα Ιεραρχική Ταξινόµηση (-CAH-)  

β) µε την Ευκλείδειο µετρική (DIS) στο χώρο R5  που δηµιούργησαν οι πέντε 

παραγοντικοί άξονες µετά την εφαρµογή της Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών (-

AFC-) στον πίνακα δεδοµένων Τ(1726,6) 

γ) την κατανοµή των µέγιστων πιθανοτήτων να ανήκουν τα 1721 άτοµα στις πέντε 

διαφορετικές κλάσεις της Ανιούσας Ιεραρχικής Ταξινόµησης  (-CAH-). 

Πίνακας 5: Οι τρεις κατανοµές του 7ου βήµατος 

CAH ni fi DIS ni fi Probability distribution     ni 
K1 99 0,0575 K1 136 0,079 T1: 0,2305 - 0,3855 48 
K2 181 0,1051 K2 225 0,1307 T2:  0,3855 - 0,5408 230 
K3 129 0,0749 K3 142 0,0825 T3:  0,5408 -0, 6962 315 
K4 848 0,4927 K4 764 0,4439 T4:  0,6962 - 0,8515 335 
K5 464 0,2696 K5 454 0,2638 T5:  0,8515 - 1,0000 488 

 1721 1  1721 1   1416 

Παρατήρηση: Η ερµηνεία της κλάσης Τ5 είναι η εξής: 488 άτοµα από τα 1416 που 

τακτοποιήθηκαν στις ίδιες κλάσεις, δηλαδή ποσοστό 34,5%  έχει πιθανότητα από 0,8515 και 

άνω να ανήκει σε ΜΙΑ από τις πέντε κλάσεις της ταξινόµησης CAH. 

 

Προχωρώντας στο βήµα 8 η αξιολόγηση της συγκεκριµένης ταξινόµησης των 1721 

επισκεπτών µε την µέθοδο BENKAR, χρησιµοποιώντας τις δύο τελευταίες τάξεις της 

κατανοµής πιθανοτήτων είναι η εξής: 823 (=488+335) άτοµα από τα 1721, δηλαδή το 

47,82% του συνόλου των ερωτηθέντων έχει πιθανότητα από 0,6962 και άνω να ανήκει σε 

ΜΙΑ από τις πέντε κλάσεις της ταξινόµησης.  

 Επειδή το ποσοστό 47,82% του συνόλου των ερωτηθέντων δεν είναι ικανοποιητικό, παρά 

το ότι το ποσοστό 82,28% της προσαρµογής των «αντικειµένων» στις πέντε κλάσεις των δύο 

ταξινοµήσεων είναι αρκετά υψηλό, τα δεδοµένα του πίνακα Τ(1721,6) εντός των κλάσεων 

φαίνεται ότι δεν έχουν την απαραίτητη επιθυµητή οµοιογένεια, σε σχέση µε τις τιµές των έξι 

µεταβλητών.  

Εφαρµόζοντας στη συνέχεια την µέθοδο BENKAR για το πώς αξιολογούν οι 1721 

επισκέπτες της Θεσσαλονίκης τα τρία πρώτα ερωτήµατα της έρευνας ∆1=την καθαριότητα 

της πόλης, ∆2=τις φυσικές οµορφιές και ∆3=τις τιµές των προϊόντων και υπηρεσιών, 

προέκυψαν τα εξής αποτελέσµατα: 

Πίνακας 6: Τιµές των τριών µεταβλητών και οι κλάσεις στις οποίες ανήκουν οι 

ερωτώµενοι µετά την ταξινόµηση µε την διαδικασία FACOR 

IND ∆1 ∆2 ∆3 Class FACOR 

Ι1 3 5 4 5 
Ι2 2 5 3 5 
Ι3 1 3 4 5 
.     

1690 2 3 5 5 
‘     

1719 1 2 3 5 
1720 1 5 2 3 
1721 2 5 3 5 
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Από το λογισµικό MAD δίδονται τα ακόλουθα αποτελέσµατα: 

                Τακτοποιήθηκαν στις Ι∆ΙΕΣ κλάσεις :1638 άτοµα  

                Τακτοποιήθηκαν σε ∆ΙΑΦΟΡΕΤΙΚΕΣ κλάσεις : 83 άτοµα 

                Ποσοστό καλής προσαρµογής : 95,18% 

Πίνακας 7: Οι τρεις κατανοµές του 7ου βήµατος 

CAH ni fi DIS ni fi Probability distribution     ni 
K1 119 0,0691 K1 135 0,0784 T1:  0,3700 -0, 4970 68 
K2 294 0,1708 K2 348 0,2022 T2: 0,4970 - 0,6241 201 
K3 221 0,1284 K3 219 0,1272 T3:  0,6241 - 0,7512 161 
K4 691 0,4015 K4 681 0,3957 T4:  0,7512 - 0,8784 254 
K5 396 0,23 K5 338 0,1963 T5:  0,8784 - 1,0000 954 

 1721 1  1721 1   1638 
 

Από τον πίνακα 7 προκύπτει η εξής αξιολόγηση: 1208 άτοµα από τα 1721, δηλαδή το 

70,18% του συνόλου των ερωτηθέντων έχει πιθανότητα από 0,7512 και άνω να ανήκει σε 

ΜΙΑ από τις πέντε κλάσεις της ταξινόµησης..  

Επειδή το ποσοστό 70,18% του συνόλου των ερωτηθέντων είναι ικανοποιητικό, ενώ και 

το ποσοστό 95,18% της προσαρµογής των «αντικειµένων» στις πέντε κλάσεις των δύο 

ταξινοµήσεων είναι υψηλό, τα δεδοµένα του πίνακα Τ(1721,3) εντός των κλάσεων αυτών 

µπορεί να θεωρηθούν ότι έχουν την απαραίτητη επιθυµητή οµοιογένεια, σε σχέση µε τις 

τιµές των τριών µεταβλητών. 

Συγκρίνοντας τις δύο αξιολογήσεις των ταξινοµήσεων αφενός µε τα κριτήρια ∆1-∆3, 

αφετέρου µε τα κριτήρια ∆4-∆9, αναδεικνύεται ότι οι 1721 επισκέπτες της Θεσσαλονίκης 

είχαν οµοιόµορφη εικόνα της πόλης ως προς τα τρία πρώτα κριτήρια που  κλήθηκαν να 

αξιολογήσουν, ενώ για τα υπόλοιπα έξι κριτήρια δεν παρουσίαζαν ανάλογη οµοιογένεια 

απαντήσεων. Αυτό µπορεί να οφείλεται επειδή οι επισκέπτες προερχόταν από 51 

διαφορετικές χώρες του πλανήτη, οπότε κρίνεται  φυσιολογικό στα κριτήρια ∆1 έως ∆3 να 

έχουν περίπου την ίδια αντίληψη, ενώ σε κάποια από τα κριτήρια ∆4 έως ∆9 να 

παρουσιάζουν τελείως διαφορετικές απόψεις λόγω διαφορετικών παραδόσεων που ισχύουν 

στον τόπο του κάθε επισκέπτη.    

Εκπαίδευση των δεδοµένων µε την Μηχανή ∆ιανυσµάτων Υποστήριξης –SVM- 

Εκπαιδεύοντας µε 20 επαναλήψεις τα δεδοµένα του πίνακα 1, µε την χρήση της Μηχανής 

SVM, διατηρώντας σε κάθε επανάληψη ένα τυχαίο δείγµα 20% των 1721 τιµών, µια φορά µε 

τις κατατάξεις των «αντικειµένων» µε την µέθοδο FACOR και την άλλη µε την µέθοδο 

BENKAR έχουµε τα ακόλουθα αποτελέσµατα:     

Πίνακας  8: Ποσοστά εκµάθησης των 20 επαναλήψεων µετά την εκπαίδευση των 

ταξινοµήσεων των δεδοµένων βάσει της µεθόδου FACOR και της µεθόδου BENKAR 
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Από τον πίνακα 8 διαπιστώνεται ότι η µέθοδος BENKAR υπερέχει στην σωστή 

ταξινόµηση των αντικειµένων. Αυτό προκύπτει επειδή το ποσοστό εκτίµησης της εκµάθησης 

των δεδοµένων του πίνακα 1, που αφορά την ταξινόµηση µε την µέθοδο BENKAR (87,88%) 

είναι υψηλότερο από εκείνο που προκύπτει µε την Ανιούσα  Ιεραρχική Ταξινόµηση µε την 

µέθοδο FACOR (76,54%).Επί πλέον µε την µέθοδο BENKAR στις 20 επαναλήψεις 

εκµάθησης των δεδοµένων τα ποσοστά εκτίµησης πάνω από την µέση τιµή είναι κατά πολύ 

υψηλότερα (13 στις 20 επαναλήψεις πάνω από 90% µε µέγιστη τιµή 97,37%) από τα 

αντίστοιχα ποσοστά εκτίµησης µε την µέθοδο FACOR που η µέγιστη τιµή ανέρχεται µόλις 

στο 87,10%.   

     Με δεδοµένο ότι όπως προαναφέρθηκε η Μ∆Υ δεν επιστρέφει πιθανότητες, ενώ η 

µέθοδος BENKAR υπολογίζει την πιθανότητα κάθε στατιστικής µονάδας να ανήκει σε µία 

ορισµένη κλάση, ως εκ τούτου η κατανοµή των µέγιστων πιθανοτήτων που προκύπτει από 

την προτεινόµενη µέθοδο, µπορεί να θεωρηθεί ότι αξιολογεί αντικειµενικά την Ανιούσα  

Ιεραρχική Ταξινόµηση που απορρέει µε την µέθοδο FACOR. 

 

Συµπέρασµα 

 

Η µέθοδος BENKAR αξιοποιώντας αντικειµενικά κριτήρια, όπως είναι οι συντεταγµένες 

των σηµείων πάνω στους παραγοντικούς άξονες µετά την εφαρµογή στον πίνακα δεδοµένων 

της Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών, αλλά και της τοποθέτησής τους βάσει αυτών 

των συντεταγµένων στον Ευκλείδειο διανυσµατικό χώρο Rp, µε την χρήση της Ευκλείδειας 

µετρικής, παρέχει την δυνατότητα, αντικειµενικής αξιολόγησης της οµοιογένειας των 

«αντικειµένων» που συµµετέχουν στη διαµόρφωση των κλάσεων της Ανιούσας Ιεραρχικής 

Ταξινόµησης.  

Η δυνατότητα αυτή της µεθόδου BENKAR µπορεί να εφαρµοστεί σε οποιοδήποτε πίνακα 

T(n,p) του οποίου τα δεδοµένα έχουν ταξινοµηθεί µε οποιοδήποτε κριτήριο συνένωσης, 

δεδοµένου ότι σε κάθε περίπτωση η µέθοδος BENKAR ταξινοµεί τα «αντικείµενα», αφού 

προηγουµένως τα τοποθετήσει σ’ ένα ορθοκανονικό σύστηµα συντεταγµένων Rp που 

δηµιουργούν οι παραγοντικοί άξονες µετά την εφαρµογή της Παραγοντικής Ανάλυσης των 

Αντιστοιχιών στον πίνακα δεδοµένων. 

Η υπεροχή της µεθόδου BENKAR στην κατάταξη των «αντικειµένων» σε k κλάσεις που 

υπέδειξε η Ανιούσα Ιεραρχική Ταξινόµηση,  διαπιστώνεται και µε την χρήση της Μηχανής 

∆ιανυσµάτων Υποστήριξης, η οποία  αξιολογεί την εκµάθηση των δεδοµένων σε ποσοστό 

υψηλότερο από εκείνο που παρέχει η ίδια µηχανή για την ταξινόµηση των ίδιων δεδοµένων 

µε την Ανιούσα Ιεραρχική Ταξινόµηση, χρησιµοποιώντας την µέθοδο FACOR. 

Επιπροσθέτως η µέθοδος BENKAR σε αντίθεση µε την Μ∆Υ, αλλά και µε κάθε άλλη 

µέθοδο ταξινόµησης, υπολογίζει την πιθανότητα των «αντικειµένων» να ανήκουν στις 

διαµορφούµενες κλάσεις, στοιχείο που αποτελεί βασικό πλεονέκτηµα της συγκεκριµένης 

µεθόδου, µε τελική κατάληξη την αντικειµενική αξιολόγηση της οµοιογένειας των κλάσεων, 

που είναι ένα από τα ζητούµενα σε κάθε ταξινόµηση.   

    Το γιατί βασιζόµαστε στα αποτελέσµατα της Μηχανής ∆ιανυσµάτων Υποστήριξης 

Μ∆Υ (SVM) και όχι σε µία κλασσική µέθοδο ταξινόµησης απαντά η παρακάτω εργασία της 

∆ρος Ειρήνης Καραπιστόλη Ηλεκτρολόγο µηχανικό και µηχανικό Ηλεκτρονικών 

Υπολογιστών. 
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ΣΥΓΚΡΙΣΗ ΤΕΧΝΙΚΩΝ ΜΗΧΑΝΙΚΗΣ ΜΑΘΗΣΗΣ ΒΑΣΕΙ ΤΩΝ 

ΑΠΟΤΕΛΕΣΜΑΤΩΝ ΤΗΣ ΑΝΙΟΥΣΑΣ ΙΕΡΑΡΧΙΚΗΣ ΤΑΞΙΝΟΜΗΣΗΣ 
 

∆ρ. Ειρήνη Καραπιστόλη 
Περίληψη 

 
Η παρούσα εργασία διερευνά τη χρήση διαφορετικών τεχνικών επιβλεπόµενης µηχανικής 

µάθησης για να αξιολογήσει τα αποτελέσµατα που προκύπτουν από έναν πίνακα δεδοµένων 

στον οποίο εφαρµόστηκε η Ανιούσα Ιεραρχική Ταξινόµηση. Τα αποτελέσµατα της 

σύγκρισης τονίζουν την καλή απόδοση των Μηχανών Υποστήριξης ∆ιανυσµάτων (Support 

Vector Machines - SVM), και υποδεικνύουν ότι είναι µια πολλά υποσχόµενη τεχνική για την 

αποτελεσµατική αξιολόγηση της ταξινόµησης των αντικειµένων µε τη µέθοδο της Ανιούσας 

Ιεραρχικής Ταξινόµησης. 

 
1. Εισαγωγή - Ανάλυση ∆εδοµένων και Μηχανική Μάθηση 

 
Κατά τη διάρκεια των τελευταίων δεκαετιών, υπήρξε µια απίστευτη αύξηση των 

δυνατοτήτων µας για παραγωγή και αποθήκευση µεγάλου όγκου δεδοµένων (Big Data). 

Γενικά, υπάρχει ένα ανταγωνιστικό πλεονέκτηµα στο να είµαστε σε ικανοί να 

χρησιµοποιήσουµε σωστά την αφθονία των δεδοµένων που συγκεντρώνονται σήµερα. Η 

αποτελεσµατική ανάλυση των δεδοµένων που συλλέγονται µπορεί να προσφέρει σηµαντικά 

πλεονεκτήµατα όπως βελτίωση στην κατανόηση πολλών παραγωγικών διαδικασιών, 

σχεδιασµός καλύτερων συστηµάτων, κ.ο.κ., και έχει πολύ χρήσιµες εφαρµογές, όπως 

καλύτερες προβλέψεις, διαγνώσεις, ταξινοµήσεις, κ.ο.κ. (Gillblad et al., 2003). 

Αυτός είναι και ο λόγος που η τεχνητή νοηµοσύνη και ειδικότερα η µηχανική µάθηση 

(machine learning) έχουν αποκτήσει µεγάλο εύρος εφαρµογής τα τελευταία χρόνια. Κύριος 

στόχος είναι η αντιµετώπιση του προβλήµατος της υπερ-πληροφόρησης (information 

overload) µέσω της ανάπτυξης συστηµάτων τα οποία θα µπορούν να φιλτράρουν και να 

αναλύουν σε βάθος τον ολοένα και αυξανόµενο όγκο δεδοµένων, αναζητώντας σχετική 

πληροφορία για τον τελικό χρήστη. Παρόλο που η διαδικασία εκµάθησης στους υπολογιστές 

απέχει αρκετά από τη διαδικασία εκµάθησης στους ανθρώπους, πληθώρα εφαρµογών έχουν 

επιτυχώς αναπτυχθεί τα τελευταία χρόνια οι οποίες χρησιµοποιούν τη µηχανική µάθηση σε 

διάφορους τοµείς όπως για παράδειγµα την εξόρυξη δεδοµένων (data mining) ή αλλιώς 

ανακάλυψη γνώσης (knowledge discovery) σε µεγάλες βάσεις δεδοµένων. 

Στο Σχήµα 1 απεικονίζονται τα βήµατα µιας τυπικής διαδικασίας ανάλυσης δεδοµένων 

και ανακάλυψης γνώσης. Η πρώτη φάση περιλαµβάνει την προετοιµασία των δεδοµένων, 

ώστε να αποµακρυνθούν τα δεδοµένα που θεωρούνται θόρυβος και τα οποία µπορεί να 

οδηγήσουν σε λανθασµένα συµπεράσµατα. Στη συνέχεια, χρησιµοποιώντας τα δεδοµένα που 

έχουν ουσιαστική πληροφορία, εφαρµόζονται στατιστικές µέθοδοι καθώς και τεχνικές 

εξόρυξης δεδοµένων οι οποίες αποσκοπούν στον εντοπισµό προτύπων, και συνήθως αφορούν 

στην εφαρµογή κανόνων συσχέτισης (association rules), αλγορίθµων οµαδοποίησης 

(clustering) και ταξινόµησης (classification). Στο τελικό στάδιο, αυτό της ανάλυσης 

προτύπων, πραγµατοποιείται η µετάφραση των προτύπων που ανακτήθηκαν στο 

προηγούµενο βήµα σε ουσιαστική γνώση και γίνεται η αναπαράσταση της εξαγόµενης 

γνώσης. 
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Επιστρέφοντας στο αρχικό ερώτηµα, και µε δεδοµένη την πληθώρα τεχνικών που έχουν 

αναπτυχθεί για να αντιµετωπίσουν επιτυχώς τις παραπάνω προκλήσεις, τίθεται το ερώτηµα 

αν η ανάλυση δεδοµένων, που είναι το πρώτο στάδιο της διαδικασίας εξόρυξης γνώσης, έχει 

κάνει καλά τη δουλειά της. 

Στα πλαίσια της παρούσας εργασίας, προτείνεται µια εναλλακτική µέθοδος για την 

αξιολόγηση των αποτελεσµάτων που προκύπτουν από έναν πίνακα δεδοµένων στον οποίο 

εφαρµόστηκε η Ανιούσα Ιεραρχική Ταξινόµηση (Hierarchical Cluster Analysis, HCA) µέσω 

της σύγκρισης των αποτελεσµάτων εκπαίδευσης πέντε ευρέως διαδεδοµένων τεχνικών 

µηχανικής µάθησης (Lim et al., 2000). Οι τεχνικές αυτές είναι: τα δένδρα απόφασης 

(Decision Trees, DT), τα τεχνητά νευρωνικά δίκτυα (Artificial Neural Networks, ANN), οι 

µηχανές διανυσµάτων υποστήριξης (Support Vector Machines, SVM), ο αφελής πιθανοτικός 

ταξινοµητής Bayes (Naive Bayes, NB), και ο ταξινοµητής των K-πλησιέστερων γειτόνων (K2 

Nearest Neighbor, KNN). Εξ΄ όσων γνωρίζω, η µεθοδολογία αυτή είναι η πρώτη που 

εφαρµόζει πολλαπλές τεχνικές µηχανικής µάθησης για να αξιολογήσει τα αποτελέσµατα 

κατάταξης που προκύπτουν από έναν πίνακα δεδοµένων στον οποίο εφαρµόστηκε 

ταξινοµήσαµε τη διαδικασία VACOR. 

 

 
2. Μεθοδολογία – Ανάλυση των ∆εδοµένων Έρευνας 

 
Τα στοιχεία της παρούσας εργασίας αφορούν ξένους επισκέπτες της Θεσσαλονίκης και 

τα δεδοµένα περιέχονται στην έρευνα που διεξήχθη στα πλαίσια υλοποίησης του 

προγράµµατος ΑΡΧΙΜΗ∆ΗΣ ΙΙΙ µε τίτλο «Τεχνολογίες Ανάλυσης ∆εδοµένων και 

∆ιαχείρισης Γνώσης στο σχεδιασµό τουριστικών προϊόντων» 

(http://www.mkt.teithe.gr/dankman/). Η έρευνα πραγµατοποιήθηκε από τις 15-4-2013 έως τις 

15-10-2013 σε 1721 ξένους επισκέπτες της Θεσσαλονίκης, και είχε ως στόχο να συλλέξει 

πληροφορίες σχετικά µε την αντιληπτή εικόνα της πόλης της Θεσσαλονίκης, όπως αυτή 

προκύπτει κατά τη διάρκεια της επίσκεψής τους, να µελετήσει τις προσδοκίες τους και τους 

παράγοντες απόφασης να επισκεφτούν την πόλη, και τέλος, να αναλύσει τις ανάγκες τους και 

τους παράγοντες που συµβάλλουν στην ικανοποίηση τους. 

Η επεξεργασία των στοιχείων έγινε µε την εφαρµογή της Ανιούσας Ιεραρχικής 

Ταξινόµησης βάσει της διαδικασίας VACOR (Benzecri, 1992). Για την αξιολόγηση της 

ταξινόµησης προκρίθηκε η τοµή του δενδρογράµµατος σε πέντε (5) κλάσεις. 

Για την εφαρµογή της προτεινόµενης σύγκρισης των ταξινοµητών επιβλεπόµενης µηχανικής 

µάθησης χρησιµοποιείται ένα συγκεκριµένο ερωτηµατολόγιο µε δύο ενότητες που 

αφορούν: (Α) στις αιτίες που προκάλεσαν τον επισκέπτη να επιλέξει τον συγκεκριµένο 
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προορισµό µε 15 ερωτήµατα(κριτήρια), και (Β) στην εικόνα της Θεσσαλονίκης που 

δηµιουργήθηκε κατά την επίσκεψή τους όπου τέθηκαν εννέα ποιοτικά κριτήρια. Να 

σηµειωθεί ότι για τη µέτρηση των κριτηρίων χρησιµοποιήθηκε η 5βάθµια κλίµακα Likert, 

όπου το 5 αφορούσε στην άριστη εντύπωση. 

Ο Πίνακας 1 παρουσιάζει τις απαντήσεις των ερωτώµενων στις ερωτήσεις της ενότητας 

«Αιτίες που επιλέχθηκε αυτός ο προορισµός» καθώς και τις πέντε κλάσεις (Κ1, Κ2, Κ3, Κ4 

και Κ5) στις οποίες ανήκουν οι ερωτώµενοι. Να σηµειωθεί ότι η τιµή 1 δηλώνει θετική 

απάντηση στο αντίστοιχο κριτήριο. 

Όσον αφορά στην ενότητα Β του ερωτηµατολογίου «Εικόνα της Θεσσαλονίκης», ένα 

τµήµα της ενότητας αυτής, αφορά σε τρεις ερωτήσεις σχετικά µε το πώς αξιολογούν οι 1721 

επισκέπτες της Θεσσαλονίκης α) την καθαριότητα της πόλης (µεταβλητή ∆1), β) τις φυσικές 

οµορφιές (µεταβλητή ∆2), και γ) τις τιµές των προϊόντων και υπηρεσιών (µεταβλητή ∆3). Με 

δεδοµένη την ταξινόµηση των 1721 ατόµων µε τη διαδικασία VACOR, ο Πίνακας 1 

παρουσιάζει τις απαντήσεις τους, καθώς και τις πέντε κλάσεις στις οποίες ανήκουν οι 

ερωτώµενοι. 

 

 
 
  Το άλλο τµήµα της ενότητας Β αφορά σε έξι ερωτήσεις σχετικά µε το πώς βαθµολογούν οι 

ξένοι επισκέπτες α) τα αξιοθέατα της πόλης της Θεσσαλονίκης, β) την Ελληνική κουζίνα, γ) 

τη νυχτερινή ζωή της πόλης, δ) το αρχιτεκτονικό της στυλ, ε) την ασφάλειά της, και στ) τη 

φιλικότητα των ντόπιων. Οι έξι µεταβλητές παρίστανται αντιστοίχως ως εξής: ∆4, ∆5, ∆6, 

∆7, ∆8 και ∆9. Με δεδοµένη την ταξινόµηση των 1721 ατόµων µε τη διαδικασία VACOR, ο 

Πίνακας 2 και 3 παρουσιάζει τις απαντήσεις τους, καθώς και τις πέντε κλάσεις στις οποίες 

ανήκουν οι ερωτώµενοι. 
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3.Τεχνικές Μηχανικής Μάθησης 

 
Οι τεχνικές µηχανικής µάθησης διακρίνονται σε αυτές που πραγµατοποιούνται χωρίς 

επίβλεψη (unsupervised learning), και σε αυτές που πραγµατοποιούνται µε επίβλεψη 

(supervised learning). Στην πρώτη κατηγορία, ο αλγόριθµος µηχανικής µάθησης 

κατασκευάζει ένα µοντέλο για κάποιο σύνολο εισόδων χωρίς να γνωρίζει επιθυµητές εξόδους 

για το σύνολο εκπαίδευσης. Χαρακτηριστικό παράδειγµα ανεπίβλεπτης µάθησης αποτελεί η 

εύρεση κανόνων συσχέτισης (association rules) µεταξύ των τιµών των χαρακτηριστικών στα 

διανύσµατα εκµάθησης. 

 

Ωστόσο, το µεγαλύτερο τµήµα της ερευνητικής δραστηριότητας στο χώρο της µηχανικής 

µάθησης αφορά στη µάθηση µε επίβλεψη ή αλλιώς, επιβλεπόµενη µάθηση, τυπικό 

παράδειγµα της οποίας είναι τα προβλήµατα κατηγοριοποίησης ή ταξινόµησης 

(classification). Σε ένα πρόβληµα ταξινόµησης, όπως αυτά µε τα οποία ασχολείται η 

παρούσα εργασία, δίνεται ένα σύνολο στοιχείων (x1,x2,…….,xn,y) όπου x1,x2,…….,xn, είναι 

το σύνολο εκπαίδευσης (διάνυσµα εισόδου), και y είναι µια τιµή κλάσης η οποία περιγράφει 

την κατηγορία στην οποία ανήκει κάθε στοιχείο του συνόλου δεδοµένων.  

 

Το πρόβληµα στην περίπτωση της ταξινόµησης είναι να αναγνωρισθεί η κατηγορία ενός 

νεοεισερχόµενου, στο σύνολο δεδοµένων, στοιχείου (βλ. Σχήµα 2).  
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Στη συνέχεια, δίνεται µια σύντοµη περιγραφή των πέντε (5) ταξινοµητών (classifiers) που 

χρησιµοποιήσαµε για τους σκοπούς της ανάλυσης µας. 

 

 
 
3.1 Ταξινοµητές Επιβλεπόµενης Μηχανικής Μάθησης 

 

3.1.1 ∆ένδρα Αποφάσεων Ταξινόµησης 

 
Μια ευρέως χρησιµοποιούµενη µέθοδος µηχανικής µάθησης είναι και αυτή που βασίζεται σε 

δέντρα απόφασης (decision trees, DT). Σύµφωνα µε τη µέθοδο αυτή επιχειρείται η 

προσέγγιση µιας κατηγορικής συνάρτησης στόχου, ακολουθώντας την τεχνική του ‘διαίρει 

και βασίλευε’. Ο χώρος του προβλήµατος χωρίζεται σε περιοχές από στιγµιότυπα που φέρουν 

την ίδια τιµή ως προς κάποιο χαρακτηριστικό, και η διαδικασία επαναλαµβάνεται 

αναδροµικά, αναπαριστώντας µε τον τρόπο αυτό το παραγόµενο µοντέλο ως δέντρο 

απόφασης. Ο πιο γνωστός αλγόριθµος για την κατασκευή δέντρων απόφασης είναι ο C4.5 

(Quinlan, 1993). O C4.5 είναι ο πρώτος αλγόριθµος που χρησιµοποίησε για κριτήριο 

διαχωρισµού το κέρδος πληροφορίας. Πρόσφατες έρευνες που συγκρίνουν τα δέντρα 

απόφασης µε άλλους αλγορίθµους µηχανικής µάθησης, δείχνουν ότι ο C4.5 έχει έναν πολύ 

καλό συνδυασµό ακρίβειας και ταχύτητας εκµάθησης. 

 

3.1.2 Τεχνητά Νευρωνικά ∆ίκτυα 

 

Τα τεχνητά νευρωνικά δίκτυα (artificial neural networks, ΑNN) αποτελούν µια σηµαντική 

µέθοδο 

µοντελοποίησης σύνθετων προβληµάτων πρόβλεψης µε µεγάλο αριθµό εξαρτηµένων 

µεταβλητών. Αρχικά προτάθηκαν ως ένα µαθηµατικό µοντέλο προσοµοίωσης της 

πολύπλοκης λειτουργίας του ανθρώπινου εγκεφάλου (Haykin, 1998). Σε αναλογία µε το 

βιολογικό νευρώνα του εγκεφάλου, ο τεχνητός νευρώνας (artificial neuron) είναι η δοµική 

µονάδα του νευρωνικού δικτύου. Υπάρχουν δύο είδη νευρώνων, οι νευρώνες εισόδου και οι 

υπολογιστικοί νευρώνες. Οι νευρώνες εισόδου δεν υπολογίζουν τίποτα, µεσολαβούν ανάµεσα 

στις εισόδους του δικτύου και τους υπολογιστικούς νευρώνες. Οι υπολογιστικοί νευρώνες 

πολλαπλασιάζουν τις εισόδους τους µε τα συναπτικά βάρη και υπολογίζουν το άθροισµα του 

γινοµένου. Το άθροισµα που προκύπτει είναι το όρισµα της συνάρτησης µεταφοράς, η οποία 

µπορεί να είναι: βηµατική (step), γραµµική (linear), µη γραµµική (non-linear), ή στοχαστική 

(stochastic). 
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3.1.3 Μηχανές ∆ιανυσµάτων Υποστήριξης 

 

Οι µηχανές διανυσµάτων υποστήριξης (support vector machines, SVM) (Cortes & Vapnik, 

1995), είναι ένα είδος συγκερασµού γραµµικών µοντέλων και εκπαίδευσης βασισµένη σε 

στιγµιότυπα. Στόχος αυτής της κατηγορίας αλγορίθµων είναι η επιλογή ενός µικρού αριθµού 

στιγµιότυπων εκπαίδευσης από κάθε κλάση, των διανυσµάτων υποστήριξης (support 

vectors), που συνορεύουν στο χώρο του προβλήµατος µε στιγµιότυπα άλλων κλάσεων. Τα 

επιλεγµένα στιγµιότυπα χρησιµοποιούνται για την κατασκευή µιας γραµµικής συνάρτησης 

διάκτισης (discriminant function), ικανής να τα διαχωρίσει όσο το δυνατόν περισσότερο 

(Cristianini & Shawe-Taylor, 2000). 

 

3.1.4 Πιθανοτικοί Ταξινοµητές 
 
Η συλλογιστική κατά Bayes (Bayesian reasoning) βασίζεται στη πιθανοτική θεωρία 

κατηγοριοποίησης, όπου στόχος είναι να κατηγοριοποιηθεί ένα δείγµα Χ σε µια από τις 

δεδοµένες κατηγορίες c1 ,c2, ,,,,cn χρησιµοποιώντας ένα µοντέλο πιθανότητας που ορίζεται 

σύµφωνα µε τη θεωρία του Bayes. Πρόκειται εποµένως για κατηγοριοποιητές που κάνουν 

αποτίµηση πιθανοτήτων και όχι πρόβλεψη. Μια ευρέως χρησιµοποιούµενη µέθοδος κατά 

Bayes είναι ο αφελής ταξινοµητής Bayes (naive Bayes classifier, NB) (Domingos & Pazzani, 

1997). Ο ταξινοµητής αυτός εφαρµόζεται σε προβλήµατα εκµάθησης όπου τα στιγµιότυπα 

αναπαρίστανται µέσω του µοντέλου του διανυσµατικού χώρου, τα χαρακτηριστικά παίρνουν 

διακριτές τιµές (αν κάποια είναι συνεχή πρέπει να κβαντιστούν), και η συνάρτηση-στόχος 

παίρνει τιµές (ετικέτες) σε ένα πεπερασµένο σύνολο V. 

 

3.1.5 Ταξινοµητές K-Πλησιέστερων Γειτόνων 

 

Ο ταξινοµητής Κ-πλησιέστερων γειτόνων (K-Nearest Neighbor, KNN) είναι µια καλύτερη 

προσέγγιση του αλγορίθµου πλησιέστερου γείτονα. Στην πιο απλή του µορφή, 

χρησιµοποιείται µόνο η απόσταση από τον k-ιοστό κοντινότερο γείτονα. Το µέτρο που 

χρησιµοποιεί ο ταξινοµητής KNN για να υπολογίσει την απόσταση µεταξύ ζευγών στοιχείων 

δεδοµένων είναι η Ευκλείδεια απόσταση. Η προσέγγιση αυτή έχει αρκετά καλά 

αποτελέσµατα σε πολυδιάστατους χώρους. Όταν τα αντικείµενα είναι πολύ κοντά στα 

δεδοµένα-στόχο, χρησιµοποιείται η απόσταση του       k-ιοστού πλησιέστερου γείτονα αντί 

για την απόσταση του πρώτου πλησιέστερου γείτονα. Αυτό το µέτρο ευρωστίας, καθιστά 

δύσκολο τον εντοπισµό ακραίων αντικειµένων ή αντικειµένων που βρίσκονται µέσα σε µια 

σφιχτή συστάδα. Επίσης, ο αλγόριθµος απαιτεί να ορίσει ο χρήστης τον αριθµό k των 

γειτόνων, ο οποίος πρέπει να βρίσκεται µεταξύ των ορίων 2 και 50.Ένα πλεονέκτηµα του 

ταξινοµητή KNN είναι η απλότητά του. 

 

3.2 Μέτρα Αξιολόγησης Αλγορίθµων Ταξινόµησης 

 

Για την αξιολόγηση των αποτελεσµάτων των διαφόρων µεθόδων ταξινόµησης σε πραγµατικά 

σύνολα δεδοµένων είναι απαραίτητη η ανάπτυξη µετρικών που ποσοτικοποιούν την 

ικανότητα ενός ταξινοµητή να επιλέγει τις σωστές κατηγορίες για τα δεδοµένα εισόδου. Στην 

πράξη, η αξιολόγηση βασίζεται στη µέτρηση εκείνων των εγγραφών δοκιµής που 

ταξινοµήθηκαν σωστά και λανθασµένα, και συνοψίζονται σε έναν πίνακα σύγχυσης 
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(confusion matrix). Κάθε στιγµιότυπο ij στον πίνακα δείχνει τον αριθµό των εγγραφών από 

την κλάση i που προβλέπεται να ανήκει στην κλάση j. Για παράδειγµα, για το στιγµιότυπο f01 

είναι ο αριθµός των εγγραφών από την κλάση 0 που εσφαλµένα µε την πρόβλεψη 

τοποθετήθηκε στην κλάση 1. Βασισµένο στα στιγµιότυπα, ο αριθµός τελικά που 

προβλέπονται σωστά είναι το άθροισµα των f00 και f11, ενώ αυτά που προβλέπονται λάθος 

είναι τα f01 και f10. 

 
Κατά τον έλεγχο του πίνακα σύγχυσης υπολογίζονται όλες οι πιθανές περιπτώσεις 

κατάταξης, οι οποίες εκφράζονται σε σχέση µε τον αριθµό των αληθώς θετικών (True 

Positives, TN), αληθώς αρνητικών (True Negatives, TN), ψευδώς θετικών (False Positives, 

FP), και ψευδώς αρνητικών (False Negatives, FN) ταξινοµήσεων που αφορούν την κάθε 

κλάση. Στόχος, λοιπόν, είναι η ελαχιστοποίηση των FP, FN και η µεγιστοποίηση των άλλων 

µεγεθών. 

Ένα άλλο κυρίαρχο µέτρο αποτίµησης της αποδοτικότητας ενός ταξινοµητή είναι η ορθότητα 

(accuracy) που µετρά την ικανότητα του ταξινοµητή να επιλέγει τη σωστή κατηγορία. 

Χρησιµοποιώντας τα µεγέθη του Πίνακα 4, η ορθότητα υπολογίζεται ως εξής:  

                                               Accuracy = (TP + TN) / (P + N).  

Σε περιπτώσεις συνόλων δεδοµένων µε κυρτές κατανοµές κατηγοριών, η ορθότητα δεν 

µπορεί να αξιολογήσει πλήρως έναν ταξινοµητή. Έτσι, για την αξιολόγηση της ταξινόµησης 

ανά κατηγορία χρησιµοποιούνται και άλλες µετρικές, η οποίες αναλύονται στη συνέχεια 

(Tan, Steinbach, Kumar, 2005), (Mitchell, 1997). 

Η ανάκληση (recall) ή ευαισθησία (sensitivity) είναι η ικανότητα του ταξινοµητή να 

ανακαλεί (εντοπίζει) τα δείγµατα που ανήκουν σε µια συγκεκριµένη κατηγορία. Είναι δηλαδή 

το ποσοστό των δειγµάτων που ο ταξινοµητής καταφέρνει να κατηγοριοποιήσει ορθά, από το 

σύνολο των δειγµάτων που ανήκουν στην κατηγορία (true positive rate).  

                                                      Recall = TP/(TP+FN). 

Η ακρίβεια (precision) ορίζεται ως το ποσοστό των ορθών προβλέψεων (κατηγοριοποιήσεων 

ενός ταξινοµητή) στο σύνολο των αποφάσεων αποδοχής που πραγµατοποιεί.  

                                                     Precision = TP/(TP+FP).  

Μια µετρική που συνδυάζει την ανάκληση και την ακρίβεια είναι ο αρµονικός µέσος όρος F 

της ανάκλησης και της ακρίβειας ή F-measure. 

                                       F-measure = (2 x Accuracy x Recall) / (Accuracy + Recall). 

Τέλος, η ειδικότητα (specificity) δείχνει την ικανότητα ενός ταξινοµητή να απορρίπτει σωστά 

τα δείγµατα, δηλαδή το ποσοστό των σωστών απορρίψεων στο σύνολο των δειγµάτων που θα 

έπρεπε να απορριφθούν (true negative rate).  

                                                       Specificity = TN/(TN+FP) 
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3.3 Επικύρωση Σφάλµατος Ταξινοµητών 

Σχεδόν πάντα, όλοι οι αλγόριθµοι ταξινόµησης προτύπων έχουν µια ή περισσότερες 

ελεύθερες παραµέτρους (Arlot & Celisse, 2010). Για παράδειγµα, ο αριθµός νευρώνων σε 

ένα νευρωνικό δίκτυο, ο αριθµός των πλησιέστερων γειτόνων σε έναν ταξινοµητή ΚΝΝ, 

κ.ο.κ.. Η ποιότητα των µοντέλων εξετάζεται µε την εκτίµηση του σφάλµατος γενίκευσης, 

δηλαδή την ικανότητα του µοντέλου να προβλέπει την κατηγορία µιας νέας περίπτωσης. Με 

βάση την απόδοση του κάθε ταξινοµητή στα διαθέσιµα δεδοµένα προκύπτει εάν ένα µοντέλο 

καλύπτει καλά το σύνολο των δεδοµένων που διαχειρίζεται. Η πλέον διαδεδοµένη επιλογή 

επικύρωσης είναι η διασταυρωµένη επικύρωση k-τεµαχίων (k-fold cross validation)1, 

σύµφωνα µε την οποία τα διαθέσιµα δεδοµένα διαχωρίζονται µε τυχαίο τρόπο σε k µη 

επικαλυπτόµενα τεµάχια (folds). Κάθε τεµάχιο έχει τον ίδιο αριθµό προτύπων, ενώ 

διατηρούνται προσεγγιστικά και οι σχετικές αναλογίες των προτύπων κάθε κλάσης. Η 

κατηγοριοποίηση επαναλαµβάνεται k φορές, κάθε φορά θεωρώντας τα δεδοµένα ενός 

τεµαχίου ως δεδοµένα δοκιµής και τα υπόλοιπα k − 1 ως δεδοµένα εκπαίδευσης. Το συνολικό 

σφάλµα κατηγοριοποίησης στα k σύνολα δοκιµής που προκύπτει, ονοµάζεται σφάλµα 

διασταυρωµένης επικύρωσης (cross-validation error). Υπάρχει ακόµα ένα είδος σφάλµατος 

που µπορεί να διαπράξει ο ταξινοµητής, και ονοµάζεται σφάλµα κατάρτισης (resubstitution). 

Το σφάλµα αυτό είναι το ποσοστό των παρατηρήσεων που ταξινοµούνται λανθασµένα στο 

σύνολο εκπαίδευσης. Ένα καλό µοντέλο πρέπει να έχει χαµηλό σφάλµα κατάρτισης, καθώς 

και χαµηλό σφάλµα διασταυρωµένης επικύρωσης (Mitchell, 1997). 

4. Αποτελέσµατα Αξιολόγησης 

Οι τεχνικές µηχανικής µάθησης που παρουσιάστηκαν στην Ενότητα 3.1 συγκρίθηκαν σε ένα 

ελεγχόµενο σετ από πειράµατα που στόχο είχαν να εξετάσουν την επίδοση τους στην 

εκµάθηση των δεδοµένων της έρευνας.  

Η επιτυχία της εκµάθησης αξιολογείται συγκρίνοντας την έξοδο του ταξινοµητή µε τη 

µεταβλητή των µελών της συστάδας που παράγεται από την πολυδιάστατη παραγοντική 

ανάλυση (διαδικασία VACOR) για µια σειρά από τυχαία επιλεγµένες περιπτώσεις που 

σκόπιµα διατηρούνται έξω από την εκπαιδευτική διαδικασία (δηλ. πρόκειται για περιπτώσεις 

τις οποίες οι ταξινοµητές δεν έχουν ξαναδεί ποτέ).  

Ο πίνακας εισόδου περιλάµβανε 1721 περιπτώσεις και διαµοιράστηκε τυχαία στα δεδοµένα 

που θεωρούνται «γνωστά» (training data), καθώς και στα «άγνωστα» δεδοµένα (testing data) 

κάνοντας χρήση της τεχνικής διασταυρωµένης επικύρωσης k=10 τεµαχίων. 

Στη συνέχεια της ενότητας, παρουσιάζουµε τα αποτελέσµατα που αφορούν στην επικύρωση 

της απόδοσης των ταξινοµητών.  

Τα αποτελέσµατα της κατάταξης αξιολογήθηκαν βάσει των µετρικών που αναλύθηκαν στην 

Ενότητα 3.2, και παρουσιάζονται για κάθε περίπτωση στους Πίνακες 5, 6 και 7. Τα 

αριθµητικά αποτελέσµατα επιβεβαιώνουν ότι οι µηχανές διανυσµάτων απόφασης (SVM) 

µπορούν να µάθουν µε µεγαλύτερο ποσοστό επιτυχίας πώς να γενικεύουν τα αποτελέσµατα 

της ανάλυσης των δεδοµένων σε ένα πολυδιάστατο πρόβληµα ταξινόµησης. 

 Επίσης, καταδεικνύουν ότι η συγκεκριµένη τεχνική µηχανικής µάθησης εκτελεί µε 

µεγαλύτερη επιτυχία την ταξινόµηση των αγνώστων επισκεπτών σε όλες τις κατηγορίες 
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ερωτήσεων (ορθότητα 99,41% για τις ερωτήσεις ∆1-∆3, 95,88% για τις ερωτήσεις ∆4-∆9, 

και 100% για τις ερωτήσεις Γ1-Γ15) . 

 
 

Τα αποτελέσµατα της κατάταξης αξιολογήθηκαν και µέσω του πίνακα σύγχυσης, και 

παρουσιάζονται λόγω περιορισµένου χώρου µόνο για τον ταξινοµητή SVM στον Πίνακα 8. 

Για την πρώτη περίπτωση ταξινόµησης (ερωτήσεις ∆1-∆3), το 97.44% των περιπτώσεων της 

κλάσης Κ1 και το 100.0% των περιπτώσεων των κλάσεων Κ2-K5 αντίστοιχα έχουν 

προβλεφθεί σωστά, και η συνολική ακρίβεια ταξινόµησης που επιτεύχθηκε έφτασε σε 

ποσοστό το 99.41%. Όσον αφορά στη δεύτερη περίπτωση ταξινόµησης (ερωτήσεις ∆4-∆9), 

µόνο στην κατηγορία Κ3 είχαµε µηδενικές ψευδείς ταξινοµήσεις από το συνολικό σετ των 

δεδοµένων ελέγχου, και η συνολική συµφωνία που επιτεύχθηκε µεταξύ των προβλεπόµενων 

και των πραγµατικών κλάσεων έφτασε σε ποσοστό το 95.88%. Τέλος, για την τρίτη 

περίπτωση ταξινόµησης (ερωτήσεις Γ1-Γ15), οι ορθώς ταξινοµηµένες περιπτώσεις είναι 

100% για όλες τις κλάσεις Κ1-Κ5. 
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5. Συµπεράσµατα 

 

Στην παρούσα εργασία αξιολογήσαµε και συγκρίναµε την ικανότητα εκµάθησης και 

γενίκευσης διαφόρων τεχνικών επιβλεπόµενης µηχανικής µάθησης σε τρία προβλήµατα 

ταξινόµησης επισκεπτών. 

΄Οπως φάνηκε από τα αποτελέσµατα της σύγκρισης, οι µηχανές SVM αξιοποίησαν καλύτερα 

τα δεδοµένα έρευνας και παρουσίασαν τη µεγαλύτερη πιθανότητα επιτυχηµένης εκµάθησης 

σε όλα τα προβλήµατα ταξινόµησης τα οποία τους παρουσιάστηκαν. Όσον αφορά στην 

απόδοση των δένδρων απόφασης, τα αριθµητικά αποτελέσµατα δείχνουν ότι ο ταξινοµητής 

αυτός επιτυγχάνει τη δεύτερη καλύτερη επίδοση απαιτώντας µάλιστα σηµαντικά µικρότερο 

χρόνο εκπαίδευσης. Ο ταξινοµητής KNN παρουσιάζει την τρίτη καλύτερη επίδοση, η οποία 

µάλιστα είναι άµεσα συνυφασµένη µε την επιλογή του αριθµού k των πλησιέστερων 

γειτόνων.  

Αναφορικά µε τα τεχνητά νευρωνικά δίκτυα, από την πειραµατική διαδικασία, 

παρατηρήσαµε ότι η διαδικασία προσαρµογής τους στα δεδοµένα της έρευνας ήταν η πιο 

δύσκολη συγκρινόµενη µε όλους τους υπόλοιπους ταξινοµητές. Η κατάλληλη δε επιλογή του 

αριθµού των νευρώνων αποδεικνύεται πολύ σηµαντική για την απόδοση των δικτύων αυτών.  

Τέλος, διαπιστώσαµε ότι o πιθανοτικός ταξινοµητής NB χρειάζεται περαιτέρω 

βελτιστοποίηση των παραµέτρων του προκειµένου να επιτύχει καλύτερα ποσοστά 

εκµάθησης. Μια πρώτη παρατήρηση που αφορά στον ταξινοµητή αυτό, είναι ότι η επιλογή 

«mvmn» αντί του «Kernel» σαν µοντέλο κατανοµής βελτιώνει σηµαντικά την απόδοση του.  

Συνολικά, και µε βάση τα αριθµητικά αποτελέσµατα, µπορούµε να ισχυριστούµε ότι οι 

µηχανές διανυσµάτων υποστήριξης (SVM) είναι µια πολλά υποσχόµενη τεχνική για την 

αποτελεσµατική αξιολόγηση της ταξινόµησης των αντικειµένων µε τη µέθοδο της 

Ανιούσας Ιεραρχικής Ταξινόµησης. 

 
Η παρακάτω εφαρµογή µε πραγµατικά δεδοµένα δείχνει τον τρόπο εφαρµογής της µεθόδου 
KARAP 

 

Η ΕΦΑΡΜΟΓΗ ΤΗΣ ΜΕΘΟ∆ΟΥ KARAP ΩΣ ΕΡΓΑΛΕΙΟ 

ΣΧΕ∆ΙΑΣΜΟΥ ∆ΙΑΦΗΜΙΣΤΙΚΗΣ ΕΚΣΤΡΑΤΕΙΑΣ ΕΝΟΣ 

ΤΟΥΡΙΣΤΙΚΟΥ ΠΡΟΟΡΙΣΜΟΥ 
                                                              
Περίληψη 

 
 Η παρούσα εργασία αφορά µια νέα µέθοδο σχεδιασµού µιας διαφηµιστικής εκστρατείας 

ενός τουριστικού προορισµού. Τα στοιχεία της έρευνας συγκεντρώθηκαν από τους 

επισκέπτες της περιοχής µε τη χρήση ενός ερωτηµατολογίου και τα αποτελέσµατα 

προέκυψαν µετά από επεξεργασία των απαντήσεων µε πολυπαραγοντικές στατιστικές 

αναλύσεις και ιδιαίτερα µε µια νέα εφαρµογή την αποκαλούµενη µέθοδο karap, η οποία 

συνδυάζει τα αποτελέσµατα της Παραγοντικής Ανάλυσης των Αντιστοιχιών, µε τον 

Ευκλείδειο διανυσµατικό χώρο Rn. 
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Εισαγωγή 

Έστω σ’ ένα πίνακα δεδοµένων T(n,p) οι n γραµµές αντιστοιχούν σε n ερωτώµενους, ενώ 

στις  p γραµµές του πίνακα οι τιµές των p ερωτήσεων που αντιστοιχούν σε p κριτήρια. Στο 

ερώτηµα του εντοπισµού ενός ερωτώµενου µε ποιο κριτήριο συνδέεται κυρίως, θα γίνει 

λεπτοµερής αναφορά, χρησιµοποιώντας ένα συγκεκριµένο ερωτηµατολόγιο στο οποίο 

απάντησαν 231 Ρώσοι επισκέπτες από τους 1721 ξένους επισκέπτες της Θεσσαλονίκης από 

51 χώρες της υφηλίου, που ερωτήθηκαν την περίοδο 15-5-13 έως 15-9-13. Η επιλογή των 

συγκεκριµένων τουριστών έγινε επειδή το µέγεθός του δείγµατος εκτός του ότι ήταν 

ικανοποιητικό, δηλαδή το 13,42% του συνόλου αλλά και λόγω ιδιαίτερων δεσµών που έχουν 

οι συγκεκριµένοι επισκέπτες µε την πόλη. Τα δεδοµένα περιέχονται στην έρευνα που 

διεξήχθη  στα πλαίσια του προγράµµατος ΑΡΧΙΜΗ∆ΗΣ ΙΙΙ  µε τίτλο «Τεχνολογίες 

Ανάλυσης ∆εδοµένων και ∆ιαχείρισης Γνώσης στο σχεδιασµό τουριστικών προϊόντων» µε 

επιστηµονικό υπεύθυνο τον καθηγητή ∆ρ. ∆ηµήτριο Καραπιστόλη.  

Στα στοιχεία που θα επικεντρωθούµε είναι σχετικά µε τις απαντήσεις των Ρώσων 

επισκεπτών βάσει τριών ενοτήτων. Η πρώτη ενότητα αφορούσε στα ΑΙΤΙΑ που τους 

προκάλεσαν να επισκεφθούν την πόλη της Θεσσαλονίκης, ενώ η δεύτερη ενότητα αφορούσε 

στην κριτική τους για την ΕΙΚΟΝΑ που παρουσιάζει η πόλη. Η τρίτη ενότητα αφορούσε στο 

ποια θα είναι η ΣΤΑΣΗ που θα κρατήσουν στο µέλλον για µια εκ νέου επίσκεψη στη πόλη µε 

τρεις διαβαθµίσεις (Απίθανο-Πιθανό-Βέβαιο). 

Σχετικά µε τα αίτια που προκάλεσαν την επίσκεψη χρησιµοποιήθηκαν τρεις ενότητες  των 

πέντε κριτηρίων, όπου η ενότητα Γ1 η οποία αφορούσε τους λόγους επιλογής του 

προορισµού περιλάµβανε τα εξής πέντε κριτήρια Γ11={Η φήµη του ως τουριστικού 

προορισµού}, Γ12={Οι φυσικές οµορφιές της περιοχής}, Γ13={Οι γνώµες φίλων και 

γνωστών}, Γ14={Το κλίµα} και Γ15={Ιστορία της περιοχής}. 

Η Γ2 ενότητα αφορούσε στα στοιχεία που τους προσέλκυσαν περισσότερο κατά την 

επίσκεψή τους και περιλάµβανε τα εξής πέντε κριτήρια. Γ21={Μπάνια-Θαλάσσια σπορ}, 

Γ22={Επισκέψεις µουσείων}, Γ23={Νυχτερινή διασκέδαση}, Γ24={ Εκδροµές-Επαφές µε τη 

φύση} και  Γ25={ Η τοπική κουζίνα}.  

Η Γ3 ενότητα αφορούσε στους πιο σηµαντικούς παράγοντες ενός προορισµού και 

περιλάµβανε τα εξής πέντε κριτήρια. Γ31={Οργάνωση-Υποδοµές}, Γ32={Τοπικές 

µεταφορές},   Γ33={ Ασφάλεια}, Γ34={Φυσικό περιβάλλον} και Γ35={Life Style}. 

Σχετικά µε την εικόνα της πόλης χρησιµοποιήθηκαν τα εξής εννέα κριτήρια. α) ∆1={Την 

καθαριότητα}, ∆2={ Τις φυσικές οµορφιές},∆3={ Τις τιµές προϊόντων και υπηρεσιών},∆4={ 

τα αξιοθέατα της πόλης της Θεσσαλονίκης}, ∆5={την Ελληνική κουζίνα},∆6={ την 

νυχτερινή ζωή της πόλης},∆7={ το αρχιτεκτονικό της στυλ},∆8={ την ασφάλειά της} και 

∆9={ την φιλικότητα των ντόπιων 

Εφαρµογή της µεθόδου KARAP 

    Στον πίνακα 1 παρουσιάζεται τµήµα των κωδικοποιηµένων απαντήσεων των 231 Ρώσων, 

όπου η µεταβλητή  ΣΤΑΣΗ θα χρησιµοποιηθεί ως εξαρτηµένη µεταβλητή του µοντέλου 

πρόβλεψης.  
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Πίνακας 1:Τµήµα του πίνακα των κωδικοποιηµένων απαντήσεων 

 
 
Σηµείωση: Οι απαντήσεις λ.χ του επισκέπτη Νο 35 παρουσιάζονται κωδικοποιηµένες ως 
εξής:  
 
  Για την τιµή λ.χ Γ1=3 η επιλογή του ήταν «η φήµη του ως τουριστικού προορισµού», ενώ 

για την τιµή ∆8=4 η επιλογή του για την ασφάλειά ήταν «Ευχάριστη», ενώ όσο αφορά την 

µελλοντική του στάση για µια νέα επίσκεψη στη πόλη ήταν ΣΤ=1, δηλαδή «Απίθανο». 

Αρχικά  η ανάλυση θα περιοριστεί στις απαντήσεις της πρώτης ενότητας ώστε να 

εντοπιστούν για κάθε προφίλ επισκέπτη µε ποιο προφίλ κριτηρίου συνδέεται 

περισσότερο. 
Πίνακας 1α: Τµήµα του πίνακα που αφορούν την 1η ενότητα κριτηρίων 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     
 
Με την χρήση του λογισµικού MAD δηµιουργείται ο λογικός πίνακας 0-1. 

 
Πίνακας 2:Το προφίλ 10 Ρώσων µε βάση τις αιτίες προσέλκυσης  

 

 
     
Εφαρµόζουµε την µέθοδο KARAP. Αρχικά παίρνουµε τον πίνακα ταξινόµησης των 
ερωτώµενων και στη συνέχεια βγάζουµε τον αντίστοιχο λογικό πίνακα 0-1 της ταξινόµησης. 

 

 

ind Γ1 Γ2 Γ3 

35 3 1 5 
112 1 1 4 
131 5 3 5 
133 5 3 5 
134 1 3 3 
135 5 3 5 
169 2 1 2 
188 5 1 1 
207 3 4 4 
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Πίνακας 3:Ο πίνακας ταξινόµησης των ερωτώµενων 

IND Γ11 Γ12 Γ13 Γ14 Γ15 Γ21 Γ22 Γ23 Γ24 Γ25 Γ31 Γ32 Γ33 Γ34 Γ35 

 23 5 17 22 8 10 25 11 33 13 14 10 19 4 17 

1 112 417 320 327 220 425 209 131 207 313 188 169 477 307 35 

2 365 420 371 359 339 618 214 133 228 743 340 419 592 478 389 

3 366 459 372 370 426 983 215 134 229 845 424 456 674 847 543 

4 376 612 373 451 852 993 256 135 238 859 672 640 750 1057 546 

5 488 1020 1056 466 887 1003 353 460 293 888 848 1186 791  849 

6 544  1444 510 964 1007 358 495 294 1059 963 1195 846  961 

7 545  1508 585 1044 1046 374 513 295 1187 1010 1370 858  1006 

8 635  1544 596 1247 1101 378 514 296 1389 1189 1406 1019  1023 

9 673  1567 857  1118 418 1400 297 1390 1265 1474 1050  1115 

10 676  1574 1008  1363 427 1509 298 1393 1330 1481 1081  1180 

11 751  1618 1011   476 1668 299 1465 1625  1194  1181 

12 790  1624 1047   749  300 1480 1660  1371  1409 

13 850  1627 1048   752  301 1510 1667  1466  1476 

14 908  1647 1062   851  302  1669  1467  1478 

15 968  1654 1254   860  303    1485  1479 

16 1083  1656 1256   962  304    1486  1511 

17 1085  1659 1261   965  305    1614  1626 

18 1193   1264   1009  306    1615   

19 1213   1564   1021  308    1655   

20 1280   1613   1069  309       

21 1374   1657   1188  310       

22 1383   1671   1249  311       

23 1408      1279  312       

24       1619  314       

25       1653  315       

26         319       

27         357       

28         909       

29         1196       

30         1278       

31         1443       

32         1475       

33         1484       

Πίνακας 4: Ο λογικός πίνακας 0-1 της ταξινόµησης του πίνακα 3 
 

IND Γ11 Γ12 Γ13 Γ14 Γ15 Γ21 Γ22 Γ23 Γ24 Γ25 Γ31 Γ32 Γ33 Γ34 Γ35 

35 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 

112 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

131 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 

133 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 

134 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 

135 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 

169 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 

188 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 

207 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 

 

Στον πίνακα 4 προσθέτουµε µια νέα στήλη µε τις τιµές της στήλης ΣΤΑΣΗ του πίνακα 1. 

Στη συνέχεια ταξινοµούνται οι 231 ερωτώµενοι µε βάση τις τιµές 1-3, απ’ όπου προκύπτει ο 
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πίνακας 6, ο οποίος παρουσιάζει για κάθε στάση και κάθε κριτήριο το πλήθος των προφίλ 

των ερωτώµενων που συνδέονται µε κάθε στάση. Ο πίνακας 5 παρουσιάζει την περίπτωση 

για την ΣΤΑΣΗ 1. 

Πίνακας 5: Το σύνολο ΣΤ1 των ερωτώµενων για την ΣΤΑΣΗ 1 
 

IND Γ11 Γ12 Γ13 Γ14 Γ15 Γ21 Γ22 Γ23 Γ24 Γ25 Γ31 Γ32 Γ33 Γ34 Γ35 

35 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 

359 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

366 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

420 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

510 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

… . . . . . . . . . . . . . . . 
1008 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

ΣΤ1 2 1 0 4 1 0 3 1 0 1 2 0 0 0 2 

 
Ακολουθεί ο πίνακας 6  στον οποίο εφαρµόζεται η µέθοδος KARAP. 

Πίνακας  6: Κατανοµή ερωτώµενων στις τρεις ΣΤΑΣΕΙΣ 

IND ΣΤ1 ΣΤ2 ΣΤ3 

Γ11 2 14 7 

Γ12 1 2 2 

Γ13 0 6 11 

Γ14 4 11 7 

Γ15 1 4 3 

Γ21 0 8 2 

Γ22 3 14 8 

Γ23 1 6 4 

Γ24 0 18 15 

Γ25 1 7 5 

Γ31 2 11 1 

Γ32 0 3 7 

Γ33 0 11 8 

Γ34 0 3 1 

Γ35 2 10 5 

 17 128 86 

Μετά την ανάλυση προκύπτει ο πίνακας 7 

 
Από τον συνδυασµό των πινάκων 3 και 7 βρίσκουµε αφενός από τον πίνακα 7 την 

σύνδεση κάθε στάσης µε τα 15 κριτήρια, αφετέρου από τον πίνακα 3  τους ερωτώµενους που 

συνδέονται µε κάθε κριτήριο.  

Την ίδια διαδικασία εφαρµόζουµε µε τα κριτήρια ∆1-∆9 και το κριτήριο της ΣΤΑΣΗΣ για 

τους ίδιους  επισκέπτες. Παρακάτω παρουσιάζεται ο πίνακας ταξινόµησης των επισκεπτών, 
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αφού προηγουµένως δηµιουργήσαµε τον λογικό πίνακα 0-1 των τιµών ∆1-∆9 και τον οποίο 

αναλύουµε µε τη µέθοδο karap.Αρχικά προκύπτει ο πίνακας 8  

Πίνακας 8: Σύνδεση ερωτώµενων µε διαβαθµίσεις των εννέα κριτηρίων 
 

 
 

Σηµειωτέων  ότι για κάποιες διαβαθµίσεις των κριτηρίων δεν υπήρξε καµιά σύνδεση µε 

ερωτώµενο λ.χ για τις διαβαθµίσεις ∆11,∆12,∆13 και ∆15   

Ακολουθώντας την ίδια διαδικασία όπως µε τα κριτήρια Γ11-Γ35, προκύπτει αρχικά ο 

πίνακας 9, τον οποίο αναλύουµε µε τη µέθοδο KARAP, µε αποτέλεσµα να εντοπιστεί η 

σύνδεση των τριών στάσεων µε τις διαβαθµίσεις των εννέα κριτηρίων.(πίνακας 10)  

 
 
 
 
 
 
 
 



 61 

Πίνακας 9:Πλήθος προφίλ των ερωτώµενων που συνδέονται µε τις ΣΤΆΣΕΙΣ 1,2, και 3 
 

IND ΣΤ1 ΣΤ2 ΣΤ3 

∆14 0 1 4 

∆24 2 21 3 

∆25 1 7 16 

∆31 0 1 0 

∆33 5 9 4 

∆34 0 6 2 

∆44 0 6 0 

∆45 0 17 22 

∆54 1 3 0 

∆55 1 15 10 

∆61 2 0 0 

∆63 0 1 0 

∆64 0 1 2 

∆72 0 1 0 

∆74 3 8 4 

∆75 0 2 5 

∆83 0 4 0 

∆84 1 4 1 

∆85 0 1 0 

∆94 0 0 1 

∆95 1 20 12 

 17 128 86 

  
Πίνακας 10: Σύνδεση των διαβαθµίσεων ∆11-∆95 µε τις ΣΤΆΣΕΙΣ 1,2, και 3 

 
IND ΣΤ1 ΣΤ2 ΣΤ3 

ΠΛΗΘΟΣ 2 13 6 

1 ∆33 ∆24 ∆14 

2 ∆61 ∆31 ∆25 

3   ∆34 ∆45 

4   ∆44 ∆64 

5   ∆54 ∆75 

6   ∆55 ∆94 

7   ∆63   

8   ∆72   

9   ∆74   

10   ∆83   

11   ∆84   

12   ∆85   

13  ∆95  

 
Με τη βοήθεια των πινάκων ταξινόµησης των κριτηρίων Γ11-Γ35 και ∆11-∆95 για κάθε 

στάση 1,2, και 3, εντοπίζονται οι επισκέπτες, λ.χ από τον πίνακα 5,που συνδυάζουν τις 

διαβαθµίσεις των δύο κριτηρίων. Έτσι π.χ από τον πίνακα 6 ένας επισκέπτης από την ΣΤΑΣΗ 

1 συνδυάζεται µε την διαβάθµιση Γ12 των αιτίων επιλογής. Ο επισκέπτης αυτός εντοπίζεται 

µε τον κωδικό 420.   Συνδυάζοντας, λοιπόν, τα αποτελέσµατα των πινάκων 6 και 7 καθώς και 

των πινάκων 9 και 10, βρίσκουµε για κάθε µία στάση (Απίθανο, Πιθανό, Βέβαιο) ποιες αιτίες 

(Γ11-Γ35) και ποια κριτήρια (∆11-∆95) επηρέασαν τους Ρώσους επισκέπτες να αντιδράσουν 
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µε την συγκεκριµένη στάση απέναντι στη πόλη της Θεσσαλονίκης. Συνοπτικά έχουµε τον 

παρακάτω πίνακα 11. 

Πίνακας 11:Σύνδεση των προφίλ κριτηρίων και των επισκεπτών µε βάση την στάση τους  

ΣΤΑΣΗ 1 ΣΤΑΣΗ 2 ΣΤΑΣΗ 3 

Γ12 1 ∆33 5 Γ11 14 ∆24 21 Γ13 11 ∆14 4 
  ∆61 2 Γ14 11 ∆31 1 Γ24 15 ∆25 16 
    Γ15 4 ∆34 6 Γ32 7 ∆45 22 
    Γ21 8 ∆44 6 Γ33 8 ∆64 2 
     Γ22 14 ∆54 3   ∆75 5 
     Γ23 6 ∆55 15   ∆94 1 
     Γ25 7 ∆63 1     
     Γ31 11 ∆72 1     
     Γ34 3 ∆74 8     
     Γ35 10 ∆83 4     
      ∆84 4     
      ∆85 1     
      ∆95 20     
 1  7  88  91  41  50 

Συνοπτική αποτύπωση των δεδοµένων του πίνακα 11 µε τις αντίστοιχες απαντήσεις των 

231 Ρώσων, οι οποίες είναι κατάλληλες για τον εντοπισµό της διαφηµιστικής εκστρατείας, 

παρέχει ο πίνακας 12.   

  Πίνακας 12 : Κατανοµή των απαντήσεων των Ρώσων επισκεπτών ανάλογα µε την στάση 

τους σε συνδυασµό µε τις αιτίες που τους έφερε στη πόλη και την βαθµολογία τους σε εννέα 

κριτήρια για την εικόνα που παρουσιάζει η Θεσσαλονίκη 

 
ΚΡΙΤΗΡΙΑ 

ΣΤΑΣΗ 1 

(Απίθανο) 

ΣΤΑΣΗ 2 

(Πιθανό)  

ΣΤΑΣΗ 3 

(Βέβαιο)  
ΣΥΝΟΛΟ 

1. ΑΙΤΙΕΣ 

ΠΡΟΣΕΛΚΥΣΗΣ 

1 88 41 130 

2. ΕΙΚΟΝΑ ΠΟΛΗΣ 7 91 50 148 
 ΣΥΝΟΛΟ 8 179 91 278 

 Για να δηµιουργηθεί ο διαφηµιστικός σχεδιασµός της πόλης της Θεσσαλονίκης που θα 

αφορά µελλοντικούς Ρώσους τουρίστες, χρησιµοποιώντας τα αίτια και την εικόνα της πόλης 

όπως τα αποτύπωσαν οι Ρώσοι επισκέπτες σε αυτή την έρευνα, οφείλουµε να 

επεξεργαστούµε µε συγκεκριµένη διαδικασία τα στοιχεία που εµφανίζει ο πίνακας 12.  

 Επειδή µεταξύ του πλήθους των 278 απαντήσεων ορισµένοι επισκέπτες εµφανίζονται να 

συνδέονται και  µε τα κριτήρια των αιτίων και µε τα κριτήρια της εικόνας της πόλης, όπως 

διαφαίνεται από τον πίνακα 11,οφείλουµε να διαπιστώσουµε πόσοι και ποιοι είναι αυτοί, 

επίσης και πόσοι συνδέονται µε άλλα κριτήρια κάθε στάσης, ώστε να προκύψουν οι 

αντίστοιχες πιθανότητες κάθε περίπτωσης. Αποτέλεσµα αυτής της επεξεργασίας είναι ο 

πίνακας 13. 

Πίνακας 13: Κατανοµή ερωτώµενων (και απαντήσεων) για κάθε περίπτωση  

Περιπτώσεις ΣΤΑΣΗ 1 ΣΤΑΣΗ 2 ΣΤΑΣΗ 3 ΣΥΝΟΛΟ 

Μόνο µε κριτήρια των αιτίων 1 25 14 40 

Μόνο µε κριτήρια της εικόνα 7 28 23 58 

Και µε τα δύο κριτήρια  
0 63 

(2x63=126) 
27 

 (2x27=54) 
90 

(2x90=180) 
Με τα υπόλοιπα κριτήρια της στάσης 9 12 22 43 

ΣΥΝΟΛΟ (Επισκεπτών) 

ΣΥΝΟΛΟ (Απαντήσεων) 

17 

(8) 

128  

(179) 

86  

(91) 

231 

 (278) 
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Αρχικά από τον πίνακα 13 εντοπίζεται η πιθανότητα (άρα και το ποσοστό) κάθε στάσης. 

Έτσι για την Στάση 1, όσοι θεωρούν Απίθανο να επισκεφτούν την πόλη, το ποσοστό είναι 

7,36%, για όσους είναι Πιθανό (Στάση 2) το ποσοστό ανέρχεται στο 55,41%, ενώ όσοι είναι 

βέβαιοι ότι θα επαναλάβουν µια νέα επίσκεψη (Στάση 3) ανέρχονται στο 37,23%. Ακολουθεί 

ο πίνακας 14, ο οποίος παρουσιάζει την πιθανότητα κάθε στάσης µε βάση τις απαντήσεις 

σύµφωνα µε τα δεδοµένα του πίνακα 13, λαµβάνοντας υπόψη τα άτοµα που εντοπίζονται για 

κάθε περίπτωση 

Πίνακας 14: Πίνακας πιθανοτήτων για κάθε περίπτωση και κάθε στάση 

Περιπτώσεις ΣΤΑΣΗ 1 ΣΤΑΣΗ 2 ΣΤΑΣΗ 3 

Μόνο από τις αιτίες 0,0588 0,1953 0,1628 
Μόνο από την εικόνα 0,4118 0,2188 0,2675 
Και από τα δύο κριτήρια 0 0,4921 0,3139 
Με τα υπόλοιπα κριτήρια της στάσης 0,5294 0,0938 0,2558 
Σύνολο 1 1 1 

      
    Εφαρµόζοντας στα δεδοµένα του πίνακα 13 το τεστ ανεξαρτησίας σε επίπεδο 

σηµαντικότητας α=5%, έδειξε το εξής αποτέλεσµα.  

            βαθµοί ελευθερίας ν=6,  x2
(v,0.05)=12,591 και  x2=34,289. Επειδή x2> x2

(v,0.05)      

συνεπάγεται ότι η στάση ενός επισκέπτη εξαρτάται από τα κριτήρια που διαµορφώνουν την 

επιλογή του να επισκεφθεί τη Θεσσαλονίκη. 

Συνεπώς   

  Από τον πίνακα 14, χωρίς να υπολογίζονται οι πιθανότητες που αφορούν στα υπόλοιπα 

κριτήρια κάθε στάσης, επειδή το προφίλ τους χαρακτηρίζει διαφορετική στάση, όπως 

προκύπτει από τους πίνακες 6 και 9, διατυπώνονται τα εξής συµπεράσµατα. 

1) Από το γενικό ποσοστό 7,36% των Ρώσων  που δήλωσαν αρνητική στάση, ξεχωρίζει 

ένα πολύ µικρό ποσοστό (5,88%) το οποίο δεν θα επαναλάβει την επίσκεψη, επειδή 

δεν άρεσε τις φυσικές οµορφιές της περιοχής, ενώ ένα ποσοστό 41,18% δεν έχει 

καθόλου καλή εικόνα της Θεσσαλονίκης για τις τιµές των προϊόντων και τη 

νυκτερινή ζωή της πόλης.   

2) Από το γενικό ποσοστό 55,41% των Ρώσων που δήλωσαν ότι είναι πιθανή µια 

επανάληψη της επίσκεψης, ξεχωρίζει ένα σηµαντικό ποσοστό (49,21%) το οποίο ως 

αίτιο προσέλκυσης υπήρξε η φήµη του προορισµού, το κλίµα, οι επισκέψεις 

µουσείων, η οργάνωση-υποδοµές της περιοχής και το Life Style, ενώ 

ενθουσιάστηκαν κυρίως µε τις φυσικές οµορφιές της πόλης, µε την Ελληνική κουζίνα 

και την φιλικότητα των ντόπιων. 

3) Από το γενικό ποσοστό 37,23% των Ρώσων που δήλωσαν ότι είναι βέβαιη 

µια επανάληψη της επίσκεψης ξεχωρίζει ένα ποσοστό (31,39%) το οποίο ως αίτιο 

προσέλκυσης υπήρξαν οι γνώµες φίλων και γνωστών, καθώς και η δυνατότητα που 

παρέχει η περιοχή για εκδροµές, ενώ ενθουσιάστηκαν µε τις φυσικές οµορφιές και µε 

τα αξιοθέατα της πόλης. Επίσης ένα ικανοποιητικό ποσοστό 26,75% στηρίζει την 

συγκεκριµένη απόφαση επειδή έµειναν ικανοποιηµένοι από την εικόνα  της πόλης. 

 

Λόγω του υψηλού ποσοστού (92,64% ) των Ρώσων που έχουν θετική και µάλλον 

θετική στάση για µια µελλοντική επίσκεψη στη Θεσσαλονίκη, µια σωστή διαφηµιστική 

εκστρατεία για τους οµοεθνείς τους, πρέπει να εστιαστεί κυρίως στα παρακάτω θετικά 

στοιχεία που προσδιόρισαν οι Ρώσοι επισκέπτες της Θεσσαλονίκης.  
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      Έτσι 

      Α) Όσον αφορά στις αιτίες που θα προκαλούσαν µια επίσκεψη στη πόλη, πρέπει να 

δοθεί έµφαση στη φήµη που έχει η πόλη ως τουριστικός προορισµός, στο κλίµα της περιοχής, 

στις επισκέψεις µουσείων, στο Life Style της πόλης και στη δυνατότητα για εκδροµές στη 

φύση. 

      Β) Σε ότι έχει σχέση µε την εικόνα της πόλης πρέπει να τονιστούν τα αξιοθέατα της 

πόλης, η Ελληνική κουζίνα και η φιλικότητα των ντόπιων.    

Συµπέρασµα 

 

 Η εφαρµογή της µεθόδου KARAP στη διαµόρφωση  του σχεδιασµού της διαφηµιστικής 

εκστρατείας ενός τουριστικού προορισµού µετά από µία έρευνα αγοράς µε κριτήρια που 

προσδιορίζουν τον λόγο της επίσκεψης των ερωτώµενων, αλλά και µε κριτήρια που 

καθορίζουν την εικόνα της περιοχής,  προσδιορίζει µε ακρίβεια  

 

Α) την µελλοντική στάση της επίσκεψης από τους ίδιους ερωτηθέντες 

Β) Ποια κριτήρια χαρακτηρίζουν την περιοχή 

 

Έτσι, µε βάση τα πραγµατικά στοιχεία της ανάλυσης καθορίζεται η διαφηµιστική 

εκστρατεία που πρέπει να ακολουθήσει η τοπική κοινωνία για να αυξήσει την επόµενη 

περίοδο τους ξένους επισκέπτες.  

Η επανάληψη των αναλύσεων µε νέα δεδοµένα κάθε έτος θα βελτιώσει σηµαντικά την 

επισκεψιµότητα της περιοχής. 

  ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΝΑΛΥΤΙΚΗΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ ΣΤΟ ΕΠΙΠΕ∆Ο 

Γενικά 

   Στόχος της Αναλυτικής Γεωµετρίας είναι να επιλύει γεωµετρικά προβλήµατα 

χρησιµοποιώντας τις συντεταγµένες των σηµείων στο καρτεσιανό επίπεδο. Ιστορικά 

η δηµιουργία της µεθόδου των συντεταγµένων οφείλεται στον Έλληνα Απολλώνιο. Η 

µέθοδός του αναπτύχθηκε στη συνέχεια κατά τον 18ο αιώνα από τους Ferma και 

Descartes (Καρτέσιος), ενώ τεράστια συµβολή στην ανάπτυξη της Αναλυτικής 

Γεωµετρίας είχε και ο Euler. 

Προσδιορισµός ενός σηµείου στο καρτεσιανό επίπεδο 

Η θέση κάθε σηµείου στο επίπεδο καθορίζεται από δύο συντεταγµένες. Την 

τετµηµένη και την τεταγµένη. Η πρώτη αναφέρεται στη θέση του σηµείου Μ ως 

προς τον οριζόντιο άξονα Χ΄ΟΧ, ενώ η δεύτερη ως προς τον κάθετο άξονα ΥΟΥ΄  

σχήµα 1 
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Οι δύο κάθετοι άξονες Χ΄ΟΧ και ΥΟΥ΄ χωρίζουν το επίπεδο σε τέσσερα 

τεταρτηµόρια τα οποία συµβολίζονται µε τα λατινικά γράµµατα Ι, ΙΙ, ΙΙΙ, IV. 

Τα πρόσηµα των συντεταγµένων των σηµείων του επιπέδου ανάλογα του 

τεταρτηµορίου που ανήκουν δίδονται στον παρακάτω πίνακα. 

 
Συντεταµένες Τεταρτηµόρια 

 Ι ΙΙ ΙΙΙ IV 
Τετµηµένη + – – + 
Τεταγµένη + + – – 

2 Η εξίσωση της ευθείας 

Η γενική µορφή της εξίσωσης µιας ευθείας στο επίπεδο δίνεται από τη σχέση 

                                             βxαy +=                                               (1) 

 

 

 

 

 

 

                                                        σχήµα 2 

Η εξίσωση της ευθείας η οποία διέρχεται από τα δύο σηµεία Μ1 (x1, y1) M2 (x2, y2) 

δίνεται από τη σχέση 

                                     
12

1

12

1

yy

yy

xx

xx

−

−
=

−

−
                                       (2) 

Παράδειγµα  

Να βρεθεί η εξίσωση της ευθείας που διέρχεται από τα σηµεία Μ1(2, 3) και Μ2(1, 4) 

και να παρασταθεί γραφικά. 

Έχουµε  ( )1y
3

1
2xή

14

1y

23

2x
−=−

−
−

=
−
−

 

οπότε .5x3y −=  

Για να κατασκευάσουµε µία ευθεία αρκεί να γνωρίζουµε δύο σηµεία της. Στην 

εξίσωση 5x3y −=  θέτοντας δύο αυθαίρετες τιµές στο x, παίρνουµε αντίστοιχα δύο 

τιµές του y. Αφού τα δύο ζεύγη (x, y) που προκύπτουν επαληθεύουν την εξίσωση, 

σηµαίνει ότι είναι σηµεία της ευθείας.  

Εποµένως 

Το σηµείο M1 µε συντεταγµένες 0x = , 5y −=  και το σηµείο Μ2 µε συντεταγµένες 

3x = , 4y = τα σηµειώνουµε ως εξής: Μ1(0, –5) και Μ2(3, 4). Τα σηµεία αυτά τα 

σχεδιάζουµε στο επίπεδο και στη συνέχεια φέρνουµε την ευθεία που διέρχεται από 

αυτά.(σχ.3) 
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                                                             σχήµα 3 

3 Σχετική θέση δύο ευθειών 

Έστω οι εξισώσεις δύο ευθειών xβαy 11 +=  και .xβαy 22 += Οι ίδιες εξισώσεις 

µπορούν να γραφτούν ως εξής: 0CxByΑ 111 =++  και .0CxByA 222 =++  Αν ισχύει 

                                                         
2

1

2

1

B

B

A

A
=                                                       (3) 

τότε οι δύο ευθείες είναι παράλληλες. Αν ισχύει 

                                                         
2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
==                                           (4) 

τότε οι ευθείες συµπίπτουν. 

Στην περίπτωση που οι δύο ευθείες τέµνονται, το σηµείο τοµής βρίσκεται λύνοντας 

το σύστηµα 

0CxByA

0CxByA

222

111

=++

=++
 

Παράδειγµα 

Να βρεθεί η σχετική θέση των ευθειών 5x3y −=  και .1xy +=  

Οι εξισώσεις των ευθειών γράφονται ως εξής: 

y – 3x + 5 =0 
y – x – 1=0 

 

Εποµένως  

Α1=1, Β1=–3, C1=5, Α2=1, Β2= –1 και C2= –1. 

Παίρνουµε τους λόγους 

3
1

3

Β

Β
και1

1

1

A

A

2

1

2

1 =
−

−
===  

Επειδή 
2

1

2

1

Β

Β

Α

Α
≠  οι δύο ευθείες τέµνονται.  

Το σηµείο τοµής Μ είναι: 





=

=
⇒





+=

=
⇒





+=

−=+
⇒





+=

−=

4y

3x

1xy

3x

1xy

5x31x

1xy

5x3y
 

∆ηλαδή Μ(3, 4). 
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4. Απόσταση δύο σηµείων 

Η απόσταση δύο σηµείων Μ1 (x1,y1) και Μ2(x2, y2) δίνεται από τη σχέση 

                        ( ) ( )2
12

2
12 yyxxd −+−=                               (5) 

Παράδειγµα 

Να βρεθεί η απόσταση µεταξύ των σηµείων Μ1(1, 3) και Μ2 (–4, 2). 

Έχουµε  

( ) ( ) 261253214d 22 =+=−+−−=  

5 Συνθήκη ώστε δύο ευθείες να είναι κάθετες 

Η συνθήκη καθετότητας των δύο ευθειών 11 βxαy +=  και 22 βxαy +=  είναι 

1αα 21 =⋅                                                  (6) 

6 Γωνία δύο ευθειών 

Η γωνία που σχηµατίζουν δύο τεµνόµενες ευθείες 11 βxαy +=  και 22 βxαy +=  

βρίσκεται από τη σχέση 

                                                 
21

12

1 α⋅α+

α−α
=εφθ                                                              (7) 

7. Συνθήκη ώστε τρία σηµεία να κείνται πάνω σε ευθεία 

Τρία σηµεία Μ1(x1, y1), M2(x2, y2) και M3(x3, y3) κείνται πάνω σε µία ευθεία όταν 

ισχύει 

( ) ( ) ( ) ( ) 0yyxxyyxx 12131312 =−⋅−−−⋅−                        (8) 

8. Εξίσωση ευθείας διερχόµενης από δοθέν σηµείο και παράλληλη προς δοθείσα ευθεία 

Η ευθεία που διέρχεται από το σηµείο Μ(x1, y1) και είναι παράλληλη προς την ευθεία 

β+α= xy  παρίσταται από την εξίσωση 

                                                 ( )11 xxαyy −=−                                                          (9) 

Μια ευθεία παράλληλη προς τον άξονα Χ΄ΟΧ έχει ως εξίσωση  

                                                 βy =                                                                           (10) 

                                                               σχήµα 4 
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Μια ευθεία παράλληλη προς τον άξονα Υ΄ΟΥ έχει ως εξίσωση  

                                         αx =                                               (11) 

σχήµα 5 

9 Εξίσωση ευθείας διερχόµενης από δοθέν σηµείο και κάθετη προς δοθείσα ευθεία 

Η ευθεία που διέρχεται από το σηµείο Μ(x1, y1) και είναι κάθετη προς την ευθεία βxαy +=  

παρίσταται από την εξίσωση 

                                                 ( )11 xx
α

1
yy −−=−                                       (12) 

10 Απόσταση ενός σηµείου από µια ευθεία 

Η απόσταση d του σηµείου Μ(x1, y1) από την ευθεία Αx+Βy+C=0 είναι ίση µε την απόλυτη 

τιµή της ποσότητας 

                                   
22

11

BA

CByAx

+

++
=δ                                       (13) 

∆ηλαδή 

 

 

11 Σχετική θέση µιας ευθείας και δύο σηµείων 

 

Η σχετική θέση των σηµείων Μ1(x1, y1), M2 (x2, y2) και της ευθείας Ax+By+C=0 ορίζεται µε 

βάση τα παρακάτω κριτήρια: 

i) Τα σηµεία κείνται από την µία πλευρά της ευθείας όταν οι αριθµοί:                

              CyΒxΑκ 111 ++=  και CyΒxΑκ 222 ++=  έχουν το ίδιο πρόσηµο. 

ii) Τα σηµεία κείνται εκατέρωθεν της ευθείας αν οι αριθµοί κ1 και κ2 έχουν διαφορετικά 

πρόσηµα. 

iii) Ένα ή και τα δύο σηµεία κείνται επί της ευθείας όταν ένας ή και οι δύο αριθµοί (κ1 και κ2) 

είναι ίσοι µε µηδέν. 

Παράδειγµα 

Τα σηµεία Μ1 (2, 6), Μ2 (–4, –2) βρίσκονται εκατέρωθεν της ευθείας 01y5x3 =−+  επειδή οι 

αριθµοί 

                              35165231 =−⋅+⋅=κ  και ( ) ( ) 2312543κ 2 −=−−+−⋅=  

έχουν αντίθετο πρόσηµο. 

d δ=



 69 

12 ∆ιαίρεση ευθυγράµµου τµήµατος σε µέρη ανάλογα ως προς δοθέντα λόγο 

∆ίνονται τα σηµεία Μ1(x1, y1) και M2 (x2, y2). Ζητούνται οι συντεταγµένες (x, y) του σηµείου 

Κ που διαιρεί το ευθύγευθύγραµµο τµήµα Μ1Μ2 έτσι ώστε 

 

όπου λ1, λ2 δοθέντες αριθµοί. 

 

Οι συντεταγµένες του σηµείου Κ(x, y) δίνονται από τους τύπους. 

 

21

2111

λλ

xλxλ
x

+

+
=  

(14) 

και  

21

2212

λλ

yλyλ
y

+

+
=  

(15) 

 

ή 

 

ρ1

xρx
x 21

+

+
=  

(16) 

και  

ρ1

yρy
y 21

+

+
=  

(17) 

Παράδειγµα 

∆ίνεται το σηµείο Β (9, –4) και η αρχή των αξόνων Ο (0,0). Να βρεθεί το σηµείο Κ που 

διαιρεί το ευθύγραµµο τµήµα ΒΟ µε λόγο 2:3.  

∆ίνονται λ1=2, λ2=3, x1=9, y1=–4, x2=0, y2=0. 

Χρησιµοποιώντας του τύπους, 14 και 15 βρίσκουµε ότι  









−Κρα−=και=

5

12
,

5

18
ά

5

12
y

5

18
x  

13 Μετασχηµατισµός των ορθογωνίων συντεταγµένων 

 

Η ίδια καµπύλη ανάλογα µε το σύστηµα συντεταγµένων που χρησιµοποιείται παρουσιάζει 

διαφορετική εξίσωση. 

 

Μερικές φορές έχουµε την ανάγκη ενώ γνωρίζουµε την εξίσωση µιας καµπύλης σ’ ένα 

συγκεκριµένο σύστηµα συντεταγµένων, να βρούµε την εξίσωση της καµπύλης σ’ ένα νέο 

σύστηµα το οποίο προέκυψε είτε µε παράλληλη µετατόπιση της αρχής των αξόνων είτε µε 

στροφή περί την αρχή Ο κατά γωνία α. 

 

1 1

2 2

λ
ρ

λ
Μ Κ

= =
ΚΜ
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Ι. Όταν έχουµε παράλληλη µετατόπιση 

Έστω το σηµείο Μ(x, y). Θεωρούµε ότι η αρχή Ο µετατοπίζεται στο σηµείο Ο΄(xo, yo) και ότι 

οι νέες συντεταγµένες του σηµείου Μ είναι Μ(x΄, y΄). Οι τύποι που συνδέουν τις παλαιές µε 

τις νέες συντεταγµένες είναι 

00 yyyκαιxxx −=′−=′               (18) 

Παράδειγµα 

Η αρχή των αξόνων του συστήµατος Χ΄ΟΧ΄ µεταφέρθηκε στο σηµείο Ο΄(2, –5). Να βρεθούν 

οι νέες συντεταγµένες του σηµείου Μ (–3, 4). 

∆ίδονται x0 = 2, y0 = – 5, x = –3, y = 4. Άρα 

( ) 954yyy

523xxx

0

0

=−−=−=′

−=−−=−=′
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

σχήµα 4.6 

 

ΙΙ. Όταν έχουµε στροφή περί την αρχή Ο κατά γωνία α 

Οι τύποι που δίνουν τις νέες συντεταγµένες ως προς τις παλαιές είναι 

                                                            
συναyηµαxy

ηµαyσυναxx

+−=′

+=′
                                        (19) 

Ισχύουν επίσης οι σχέσεις: 

                                                         
συναyηµαxy

ηµαyσυναxx

′+=

′−′=
                                       (20) 

Παράδειγµα 1 

Έστω το σηµείο Μ (6, 0) και ότι το σύστηµα αξόνων περιστρέφεται κατά γωνία –200. Να 

βρεθούν οι νέες συντεταγµένες. 

Έχουµε 

( ) ( )
( ) ( ) 05,2200206y

64,5200206x

≅−συν⋅+−ηµ−=′

≅−ηµ⋅+−συν=′
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Παράδειγµα 2 

Έστω η καµπύλη 2xy=49 το δε σύστηµα συντεταγµένων στρέφεται 450. Να βρεθεί η εξίσωση 

της καµπύλης στο νέο σύστηµα. 

Χρησιµοποιώντας τις εξισώσεις 20 έχουµε: 

2

2
y

2

2
xy

2

2
y

2

2
xx

⋅′+⋅′=

⋅′−⋅′=
 

Αντικαθιστούµε τις τιµές αυτές στην εξίσωση της καµπύλης 

ή49
2

2
y

2

2
x

2

2
y

2

2
x2 =










⋅′+⋅′










⋅′−⋅′⋅  

( )( ) ή49yxyx
2

2

2

2
2 =′+′′−′⋅  

49yx 22 =′−′  

η οποία αποτελεί την ζητούµενη εξίσωση. 

14 Εξίσωση κύκλου 

Η εξίσωση ενός κύκλου µε ακτίνα R και κέντρο το σηµείο Κ(α, β) δίνεται από την παρακάτω 

σχέση: 

                                               ( ) ( ) 222 Rβyαx =−+−                                               (21) 

 

σχήµα 7 

 

Αντιστρόφως κάθε εξίσωση της µορφής 

                                             0DCyyxx 22 =++Α+Β+Α                                          (22) 

παριστά ένα κύκλο όταν οι συντελεστές Α, Β, C, D ικανοποιούν την σχέση 

                                                0AD4CΒ 22 >−+                                                      (22α) 

Στην περίπτωση αυτή το κέντρο του κύκλου έχει ως συντεταγµένες τις 

A2

C

2
−=βκαι

Α
Β

−=α                         (23) 

ενώ η ακτίνα R του κύκλου είναι ίση µε  
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2

22

A4

AD4CB
R

−+
=                                                 (24) 

Παράδειγµα 

Να βρεθεί η ακτίνα και το κέντρο του κύκλου που δίνεται από την εξίσωση 

.020y20y5x10x5 22 =−++−  

Η δοθείσα εξίσωση παριστάνει πράγµατι κύκλο επειδή ισχύει  

( ) ( ) ( ) 010020542010AD4CΒ 2222 >=−⋅−++−==+  

Εποµένως το κέντρο του κύκλου έχει ως συντεταγµένες 

( ) ( )2,1ή2
52

20
1

52

10
−Κτοι−=

⋅
−=β=

⋅
−

−=α  

και ακτίνα   

( ) ( )2 2

2

10 20 4 5 20
1

4 5
R

− + − ⋅ −
= =

⋅  

15. Ευθύ άθροισµα 

Ορίζουµε το διανυσµατικό χώρο V ως ευθύ άθροισµα των υποχώρων του U και W όπου 

U ∩ W = {�} αν για κάθε στοιχείο V∈υ  υπάρχουν στοιχεία Uu ∈  και Ww ∈  µοναδικά, 

τέτοια ώστε 

υ = u + w                                              (25) 

οπότε γράφουµε 

V = U ⊕ W                                              (26)   

Θεώρηµα: Αν V είναι ένας διανυσµατικός χώρος µε πεπερασµένη διάσταση και επιπλέον 

είναι ευθύ άθροισµα των διανυσµατικών υποχώρων U και W, τότε 

dim V = dim U + dim W                                      (27) 

Απόδειξη: 

Έστω { }r21 u...,,u,u  µια βάση του U και { }s21 w...,,w,w  µια βάση του W. Κάθε  

στοιχείο Wu ∈  εκφράζεται κατά τρόπο µοναδικό ως γραµµικός συνδυασµός των στοιχείων 

της βάσης του, δηλαδή 

rr2211 ux...uxuα +++ . 

Επίσης κάθε στοιχείο Ww ∈  εκφράζεται κατά τρόπο µοναδικό ως γραµµικός συνδυασµός 

των στοιχείων της βάσης του, δηλαδή 

ss2211 wy...wywyw +++=  

Από την υπόθεση έχουµε ότι V = U ⊕ W δηλαδή κάθε στοιχείο Vυ∈  εκφράζεται κατά 

τρόπο µοναδικό ως άθροισµα των u και w.  

∆ηλαδή υ = u + w ή ακόµη 

ss2211rr221 wy...wywyux...uxuxυ +++++++=  

που φανερώνει ότι τα στοιχεία u1, u2, ..., ur, w1, w2, ..., wr είναι µια βάση του V οπότε 

αποδεικνύεται και το θεώρηµα. 
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Σκόπιµο είναι σε αυτό το σηµείο να παρουσιαστεί η µέθοδος GRAM – 

SCHMIDT−−−−HILBERT η οποία µετασχηµατίζει ένα Πλαγιογώνιο σύστηµα 

συντεταγµένων σε ΟΡΘΟΚΑΝΟΝΙΚΟ µια διαδικασία που είναι επιβεβληµένη ώστε να 

εφαρµοστεί το Πυθαγόρειο θεώρηµα στο Ευκλείδειο ν-διάστατο διανυσµατικό χώρο R
ν
. 

Από την ελεύθερη Εγκυκλοπαίδεια ΒΙΚΙΠΑΙ∆ΕΙΑ πληροφορούµαστε για τα αξιώµατα του 

Χιλµπερτ, πάνω στα οποία στηρίζεται αποκλειστικά η επίλυση των προβληµάτων 

χρησιµοποιώντας την µέθοδο KARAP. 

ΑΞΙΩΜΑΤΑ ΧΙΛΜΠΕΡΤ ΤΗΣ ΕΥΚΛΕΙ∆ΕΙΑΣ ΓΕΩΜΕΤΡΙΑΣ 

Τα αξιώµατα Χίλµπερτ της Ευκλείδειας Γεωµετρίας ορίζονται ως εξής:  

1. Έστω Χ ένα µη κενό σύνολο που τα στοιχεία του ονοµάζουµε σηµεία {Α,Β,Γ,...}. Το 

σύνολο Χ θα το λέµε Γεωµετρικό χώρο. Κάθε υποσύνολο του Γεωµετρικού χώρου 

θα το λέµε Σχήµα. 

2. Μέσα στο Γεωµετρικό χώρο δεχόµαστε δυο βασικές κατηγορίες από υποσύνολα, τις 

ευθείες {α,β,γ,...} και τα επίπεδα {Ρ,Q,R,S,..., } 

Τα είδη των µαθηµατικών αντικειµένων 

Στο σύστηµα του Χίλµπερτ τα αρχικά µαθηµατικά αντικείµενα είναι τριών ειδών: τα 

«σηµεία», οι «ευθείες» και τα «επίπεδα», που συνδέονται µεταξύ τους µε τις σχέσεις του 

«ανήκειν», του «µεταξύ» και της «ισοδυναµίας».  

Το σύστηµα του Χίλµπερτ εξετάζει τις αρχικές αυτές έννοιες και τις σχέσεις τους και οι πέντε 

οµάδες αξιωµάτων που εισάγει συνιστούν έµµεσο ορισµό των αρχικών αντικειµένων και των 

σχέσεων τους.  

1. (Ι) Τα αξιώµατα σύνδεσης («ανήκειν») ορίζουν τις ιδιότητες της αµοιβαίας θέσης 

µεταξύ σηµείων, ευθειών και επιπέδων . 

2. (II) Τα αξιώµατα διάταξης ορίζουν τις ιδιότητες της αµοιβαίας θέσης σηµείων πάνω 

σε µια ευθεία ή ένα επίπεδο. 

3. (III)Τα αξιώµατα σύνδεσης ισοδυναµίας ορίζουν την έννοια της «ισότητας» δύο 

τµηµάτων ή γωνιών. 

4. (IV) Τα αξιώµατα συνέχειας . 

5. (V) Το αξίωµα παραλληλίας 

Τα αξιώµατα σύνδεσης είναι οκτώ 

• (Ι1) Από οποιαδήποτε δύο σηµεία διέρχεται µία µόνο ευθεία. 

• (Ι2) Σε κάθε ευθεία υπάρχουν τουλάχιστον δύο σηµεία. 

• (Ι3) Υπάρχουν τουλάχιστον τρία σηµεία που δεν κείνται στην ίδια ευθεία. 

• (Ι4) Από οποιαδήποτε τρία σηµεία που δεν κείνται στην ίδια ευθεία,διέρχεται ένα 

µόνο επίπεδο. 

• (Ι5) Σε οποιοδήποτε επίπεδο υπάρχει πάντοτε ένα σηµείο που ανήκει σε αυτό. 
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• (Ι6) Αν δύο σηµεία βρίσκονται σε ένα επίπεδο, τότε και η ευθεία που διέρχεται από 

τα σηµεία αυτά βρίσκεται σ' αυτό το επίπεδο. 

• (Ι7) Αν δύο επίπεδα έχουν κοινό σηµείο, τότε έχουν τουλάχιστον ένα ακόµα κοινό 

σηµείο. 

• (Ι8) Υπάρχουν τουλάχιστον τέσσερα σηµεία που δεν βρίσκονται στο ίδιο επίπεδο. 

Τα αξιώµατα διάταξης είναι τέσσερα:  

• (IΙ1) Από τρία διαφορετικά σηµεία µιας ευθείας ένα και µόνον ένα βρίσκεται µεταξύ 

των δύο άλλων. 

• (ΙΙ2) Για οποιαδήποτε δύο σηµεία Α και Γ υπάρχει τουλάχιστον ένα σηµείο Β στην 

ευθεία ΑΓ τέτοιο, ώστε το σηµείο Γ να βρίσκεται µεταξύ του Α και του Β. 

• (ΙΙ3) Για οποιαδήποτε τρία σηµεία µιας ευθείας υπάρχει όχι περισσότερο από ένα 

σηµείο που βρίσκεται µεταξύ των δύο άλλων. Η σχέση του «µεταξύ» για σηµεία σε 

µια ευθεία µας επιτρέπει να ορίσουµε την έννοια του ευθύγραµµου τµήµατος. 

• (ΙΙ4) Έστω Α, Β, Γ τρία σηµεία που δε βρίσκονται στην ίδια ευθεία και έστω ε ευθεία 

στο επίπεδο των Α, Β, Γ που δε διέρχεται από κανένα από τα σηµεία Α, Β, Γ. Αν η 

ευθεία ε διέρχεται από ένα σηµείο του ευθύγραµµου τµήµατος ΑΒ, τότε πρέπει να 

διέρχεται κι από ένα σηµείο του τµήµατος ΑΓ ή από ένα σηµείο του τµήµατος ΒΓ 

Αξίωµα (Moritz Pasch. 

Τα αξιώµατα σύνδεσης ισοδυναµίας είναι πέντε:  

• (IIΙ1) Αν Α και Β είναι δύο διαφορετικά σηµεία στην ευθεία ε και Α' είναι ένα σηµείο 

της ίδιας ευθείας ή άλλης ευθείας ε', τότε µπορεί πάντοτε να βρεθεί σηµείο Β' που 

βρίσκεται στο δεδοµένο από το σηµείο Α ' µέρος της ευθείας ε' τέτοιο, ώστε το τµήµα 

ΑΒ να είναι ισοδύναµο (ίσο) µε το τµήµα Α' Β'. 

• (ΙIΙ2) Αν δύο τµήµατα είναι ισοδύναµα προς τρίτο, τότε είναι και µεταξύ τους 

ισοδύναµα. 

• (ΙIΙ3) Έστω ΑΒ και ΒΓ δύο τµήµατα της ευθείας ε που δεν έχουν κοινό σηµείο και 

έστω επίσης Α' Β' και Β'Γ' δύο τµήµατα της ίδιας ευθείας ή άλλης ευθείας ε' που 

επίσης δεν έχουν κοινό σηµείο. Αν τώρα ΑΒ=Α'Β', ΒΓ=Β'Γ', τότε και ΑΓ=Α'Γ'. 

Η γωνία ορίζεται ως το σχήµα που αποτελείται από δύο διαφορετικές ηµιευθείες µε κοινό 

αρχικό σηµείο.  

• (IIΙ4) Από δεδοµένη ηµιευθεία σε δεδοµένο ηµιεπίπεδο που ορίζεται από αυτή την 

ηµιευθεία και την προέκταση της , µπορεί να σχηµατιστεί µια µοναδική γωνία 

ισοδύναµη µε τη δεδοµένη γωνία. 

• (IIΙ5) Αν δύο τρίγωνα ABΓ και A1B1Γ1 έχουν ΑΒ=A1B1 ΑΓ=A1Γ1 και 

γωνίαΑ=γωνίαA1, τότε και γωνίαΒ=γωνίαΒ1,γωνίαΓ=γωνίαΓ1. 

Τα αξιώµατα συνέχειας είναι δύο 

• (IV1) Έστω ΑΒ και Γ∆ δύο οποιαδήποτε τµήµατα. Τότε στην ευθεία ΑΒ υπάρχει 

πεπερασµένος αριθµός σηµείων A1, A2, ..., Aν, τέτοιων ώστε τα τµήµατα 
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ΑA1,A1A2,...,Aν-1Aν να είναι ισοδύναµα µε το τµήµα ΓΑ και το σηµείο Β να 

βρίσκεται µεταξύ Α και Αν (Αρχιµήδεια ιδιότητα). 

• (IV2) Τα σηµεία µιας ευθείας σχηµατίζουν σύστηµα, το οποίο, τηρούµενης της 

γραµµικής διάταξης, του πρώτου αξιώµατος ισοδυναµίας και του αξιώµατος 

Ευδόξου-Αρχιµήδη δεν είναι επεκτάσιµο, δηλ. σ' αυτό το σύστηµα σηµείων δεν είναι 

δυνατόν να προστεθεί ένα ακόµα σηµείο, έτσι ώστε στο επεκτεταµένο σύστηµα που 

αποτελείται από το αρχικό σύστηµα και το συµπληρωµατικό σηµείο να 

ικανοποιούνται τα παραπάνω αξιώµατα (αξίωµα γραµµικής πληρότητας). 

Το αξίωµα παραλληλίας 

• Έστω ε τυχούσα ευθεία και σηµείο Α εκτός αυτής. Στο επίπεδο που ορίζεται από την 

ευθεία ε και το σηµείο Α υπάρχει όχι περισσότερο από µία ευθεία που διέρχεται από 

το σηµείο Α και δεν τέµνει την ευθεία ε. 

Τα θεωρήµατα (ύπαρξης) του Γεωµετρικού Χώρου 

1. Θεώρηµα: Αν τρία σηµεία είναι πάνω σε ευθεία τότε κάθε ένα από αυτά είναι πάνω στην 

ευθεία που ορίζουν τα δυο άλλα.  

2.Θεώρηµα: Υπάρχει σηµείο που είναι έξω από δοσµένη ευθεία.  

3. Θεώρηµα: Αν δυο επίπεδα έχουν ένα κοινό σηµείο τότε η τοµή τους είναι ευθεία.  

4. Θεώρηµα: Αν τέσσερα σηµεία δεν είναι πάνω στο αυτό επίπεδο, τότε δεν υπάρχει τριάδα 

από αυτά που να είναι πάνω σε ευθεία.  

5. Θεώρηµα: Υπάρχει σηµείο έξω από δοσµένο επίπεδο.  

6. Θεώρηµα: Υπάρχουν δυο ευθείες που δεν είναι πάνω στο ίδιο επίπεδο.  

7. Θεώρηµα: Υπάρχουν δυο επίπεδα.  

8. Θεώρηµα: Ευθεία και σηµείο έξω από αυτή ορίζουν ακριβώς ένα επίπεδο.  

9. Θεώρηµα: Από δυο τεµνόµενες ή παράλληλες ευθείες ορίζεται ακριβώς ένα επίπεδο.  

10. Θεώρηµα: (Αστέρος) Εάν ευθείες τέµνονται ανά δυο και δεν ανήκουν στο ίδιο επίπεδο, 

τότε περνούν από το ίδιο σηµείο.  

11. Θεώρηµα: (Ηµιεπίπεδο) Ας θεωρήσουµε ένα επίπεδο S και µία ευθεία του α. Τα σηµεία 

τα διαφορετικά της ευθείας α να ανήκουν σε δυο υποσύνολα, στο S1 και στο S2 . Τα 

υποσύνολα S1,S2 τα καθορίζουµε έτσι,  

Ε1: Αν τo σηµείο A ανήκει στο S1 και το Β ανήκει στο S1 το ευθύγραµµο τµήµα ΑΒ 

δεν έχει κοινά σηµεία µε την α; 
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Ε2 : Αν A ανήκει στο S1 και Γ ανήκει στο S2 τότε το ΑΓ έχει κοινό σηµείο µε την α. 

Τα σύνολα S1,α,S2 αποτελούν ένα διαµερισµό του S. Τα σηµειοσύνολα S1, και S2 

ονοµάζονται ανοικτά Ηµιεπίπεδα ενώ S1 µε την α ή S2 µε την α κλειστά Ηµιεπίπεδα 

µε αρχική ευθεία την α και φορέα το S. Τα Ηµιεπίπεδα µε την αρχική ηµιευθεία και 

τον ίδιο φορέα ονοµάζονται αντίθετα. 

12. Θεώρηµα: (Θέση σηµείου και επιπέδου) Ας θεωρήσουµε ένα επίπεδο S και ένα σηµείο Α 

τότε  

Ε1: το Α ανήκει στο S 

Ε2: το A δεν ανήκει στο S 

13. Θεώρηµα: (Ηµίχωρος) Θεωρούµε επίπεδο S τότε και τα σηµεία του χώρου διαµερίζονται 

σε τρία σύνολα Χ1 Χ2S:  

Ε1: Αν τα σηµεία {Α,Β}ανήκει στο Χ1, ή Χ2 το ευθύγραµµο τµήµα AB δεν τέµνει το 

S και 

Ε2: Αν Α ανήκει στο Χ1Γ ανήκει στο Χ2 τότε ΑΓ και S έχουν ένα κοινό σηµείο µε το 

S. (ίχνος ευθείας και επιπέδου). 

Ε3: Τα σηµειοσύνολα Χ1 Χ2 τα ονοµάζουµε ανοιχτούς ηµίχωρουs, ενώ τα Χ1 µε το S 

ή Χ2µε το S κλειστούs ηµίχωρους. Τα σηµεία Α,Β λέµε ότι είναι προς το ίδιο µέρος 

του S ενώ τα Α,Γ από τη µια και την άλλη µεριά του S. 

14. Θεώρηµα: (θέση ευθείας και επίπεδου) Θεωρούµε ευθεία α και επίπεδο S, Τότε,  

Ε1: Αν ή ευθεία α και το επίπεδο S έχουν δυο κοινά σηµεία τότε, από το αξίωµα ΙΙΙ, η 

α είναι υποσύνολο του S ή βρίσκεται στο S (αےS) 

E2: Αν η ευθεία α και το S έχουν ένα κοινό σηµείο α τοµή S ={A} (α∩S={A}) τότε 

το Α λέγεται κοινό σηµείο τής ευθείας µε το επίπεδο ή ίχνος, και θα λέµε ότι ή ευθεία 

και το επίπεδο τέµνονται. 

Ε3: Εάν α τοµή S=κενό τότε λέµε ότι η α είναι παράλληλη στο S  (α// S). 

15. Θεώρηµα: (Θέση δυο ευθειών) Θεωρούµε δυο ευθείες α και β.  

Ε1: Αν οι α, β είναι υποσύνολα του ίδιου επιπέδου, τότε λέγονται συνεπίπεδες ή 

συµβατές. 

Άρα ή θα είναι παράλληλές ή θα τέµνονται ή, θα ταυτίζονται»..  

E2: Oι α, β δεν ανήκουν στο ίδιο επίπεδο θα τις λέµε ασύµβατεs ή στρεβλέs. 

16. Θεώρηµα θέσης δύο επιπέδων Έστω δυο επίπεδα P,S.  

Ε1: Αν τα επίπεδα περιέχουν τρία σηµεία Α,Β,Γ διάφορα που δεν βρίσκονται στην 

ίδια ευθεία, λέµε ότι ταυτίζονται P τοµή S = Ρ=S ή Ρ=S (Ρ∩S=P=S). 

∆υο επίπεδα που δεν ταυτίζονται λέγονται διάφορα ή διακεκριµένα (P διάφορο S) . 
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Ε2: Αν σηµείο Α�P και Α�S και Ρ διάφορο του S, τότε έχον κοινή και µία ευθεία 

και θα λέµε ότι τέµνονται κατά µία ευθεία, έστω α δηλαδή P τοµή S=α (Ρ∩S=α). 

Ε3: Αν P τοµή S=κενό τότε τα επίπεδα λέγονται παράλληλα. Ρ// S. 

Μέθοδος του GRAM – SCHMIDT−−−−HILBERT 

Έστω µια βάση { }ν21 υ...,υ,υB =  ενός διανυσµατικού χώρου V. Με τη µέθοδο του Gram - 

Schmidt θα κατασκευάσουµε µια κανονική βάση { }νυυυ ',...,',' 21=Β΄  του V 

χρησιµοποιώντας τα στοιχεία της Β. 

Η διαδικασία που ακολουθείται είναι η παρακάτω, αφού προηγουµένως συµβολίσουµε το 

εσωτερικό γινόµενο δύο διανυσµάτων µε <Α, Β>. 

Ως πρώτο διάνυσµα της κανονικής βάσης θεωρούµε ότι είναι το υ1. ∆ηλαδή ΄υ1 = υ1. 

Το δεύτερο διάνυσµα της Β΄ το βρίσκουµε από το υ2, αφού του αφαιρέσουµε την προβολή 

του πάνω στο υ1΄ (σχ.8). 

σχήµα 8 

Το τρίτο διάνυσµα της Β΄ το βρίσκουµε από το υ3, αφού του αφαιρέσουµε την προβολή του 

πάνω στο υ2΄ και την προβολή του στο υ1΄, κ.ο.κ. 

∆ηλαδή η διαδικασία προβλέπει 
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Παράδειγµα: 

   ∆ίνονται τα παρακάτω διανύσµατα Α = (1, 1, 0), Β = (1, –2, 0), Γ=(1,0,–1) τα οποία 

αποτελούν βάση του R3. Να βρεθεί µια κανονική βάση του R3, χρησιµοποιώντας τα 

διανύσµατα Α, Β, Γ. 
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Θέτουµε  

               Α΄ = Α΄ 
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Συνεπώς,  Α΄ = Α = (1, 1, 0) 

Για να βρούµε το Β΄ αφαιρούµε από το Β την προβολή του Β πάνω στο Α. 
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Παρατηρούµε ότι τα διανύσµατα Α΄ = (1, 1, 0), 
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Γ΄= (0, 0, –1) είναι ανά δύο ορθογώνια αφού ισχύει: 

Α΄.Β΄ = 0, Α΄.Γ΄ = 0, Β΄.Γ΄ = 0 

Βρίσκουµε ότι είναι και γραµµικώς ανεξάρτητα αφού για να ισχύει  
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   Η κανονική βάση Α΄, Β΄, Γ΄ για να γίνει ορθοκανονική αρκεί να διαιρεθεί κάθε διάνυσµα 

µε το µέτρο του. 
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Η κατασκευή µιας ορθοκανονικής βάσης ξεκινώντας από µια κανονική (ορθογώνια) βάση, 

αποτελεί την µέθοδο του Hilbert. 

 

Τελειώνοντας την παράγραφο που αναφέρεται στο διανυσµατικό λογισµό, αναφέρουµε ένα 

χρήσιµο θεώρηµα χωρίς απόδειξη. 

 

Θεώρηµα: Έστω V ένας διανυσµατικός χώρος ν διαστάσεων εφοδιασµένος µε ένα µη 

αρνητικό εσωτερικό γινόµενο. Έστω W ένας διανυσµατικός υποχώρος p διαστάσεων του V, 

όπου 0<p<ν. Έστω W
⊥   

ο διανυσµατικός υποχώρος του V αποτελούµενος απ' όλα τα 

διανύσµατα τα κάθετα στο W. Τότε ο διανυσµατικός χώρος V είναι ευθύ άθροισµα των 

υποχώρων W και W
⊥
 καθώς επίσης η διάσταση του W

⊥ 
είναι dim W

⊥ 
= ν – p.  

Εποµένως 

                              dim W + dim W
⊥ 

= dim V                               (28) 

Ο υποχώρος W
⊥
 λέγεται ορθογώνιος υποχώρος του W. 

 

Ο αλγόριθµος κατασκευής ορθοκανονικής βάσης µε την µέθοδο 

GRAM – SCHMIDT−−−−HILBERT 
 

Ο ακόλουθος αλγόριθµος MATLAB υλοποιεί την µέθοδο Gram-Schmidt-Hilbert για 
Ευκλείδεια διανύσµατα. Τα διανύσµατα v1, ..., vk (στήλες της µήτρας V, έτσι ώστε το V (:, j) 
είναι το jth διάνυσµα) αντικαθίστανται από ορθοκανονικά διανύσµατα (στήλες του U) που 
καλύπτουν τον ίδιο υποχώρο. 
 
 
    n = size(V,1); 
    k = size(V,2); 
    U = zeros(n,k); 
    U(:,1) = V(:,1)/sqrt(V(:,1)'*V(:,1)); 
    for i = 2:k 
        U(:,i) = V(:,i); 
      for j = 1:i-1 
        U(:,i) = U(:,i) - ( U(:,i)'*U(:,j) )/( U(:,j)'*U(:,j) )*U(:,j); 
      end 
    U(:,i) = U(:,i)/sqrt(U(:,i)'*U(:,i)); 
    end 
 
 


